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Introduccion

La topologia es una de las ramas mas jovenes de las matemaéticas, dedi-
cada, dicho de una manera informal, al estudio de aquellas propiedades de
las figuras que permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas,
dilatadas, contraidas o deformadas, de modo que no aparezcan nuevos pun-
tos, o se hagan coincidir puntos diferentes.

Dentro de la topologia existe una linea de investigacion dedicada a Teoria
de los Hiperespacios, que tuvo sus inicios con los trabajos de F. Hausdorff
y L. Vietoris y apareci6 en la década comprendida entre 1910 y 1920 apro-
ximadamente. Cabe mencionar que en México se ha estado trabajando en
esta area en los ultimos 30 anos y de manera particular en la Facultad de
Ciencias de la Universidad Auténoma del Estado de México en los ultimos
20 anos. Dentro de la Teoria de los Hiperespacios existen los llamados pro-
ductos simétricos los cuales fueron introducidos en 1931 por los reconocidos
matematicos K. Borsuk y S. Ulam y desde entonces han sido estudiados des-
de diversas opticas, por ejemplo se han estudiado propiedades topologicas
como la conexidad local, arco-conexidad, aposindésis, propiedad del punto
fijo, homogeneidad entre otras.

Dado un nimero natural n definamos el n-ésimo producto simétrico de un
espacio topologico, F,(X), como el conjunto formado por todos los subcon-
juntos no vacios de X con cardinalidad menor o igual que n, a este conjunto
lo dotamos con la métrica de Hausdorff. Como ya mencionamos la nocién de
productos simétricos fue introducida por K. Borsuk y S. Ulam en 1931 en [4]
y desde entonces ha sido estudiado por muchos autores principalmente en to-
pologia véase por ejemplo [1], [5], [6], [7] ¥ [9]. Otro hiperespacio que ha sido
ampliamente estudiado y tiene multiples aplicaciones en anélisis es el hiper-
espacio de los subconjuntos cerrados y no vacios de un espacio X, denotado
por 2%. Al parecer la geometria de los productos simétricos no ha sido tan
estudiada aunque parece mas simple que la de 2%. Mas sin embargo, es de
suma importancia debido a que, por ejemplo, los productos simétricos F,(X)
constituyen una sucesion creciente de subconjuntos de 2%, de tal manera que
la unién de esta sucesion es densa en 2% por lo que estudiar los productos
simétricos ayuda a entender a 2%. En [4] Borsuk y Ulam probaron que para
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n=1,2y 3, F,([0,1]) es homeomorfo a [0,1]" y que para n > 4, F,([0,1])
no es homeomorfo a ningtin subconjunto de R, y hacen la pregunta natural:

Pregunta 1. jPara n > 4, F,(R) es homemorfo a algin subconjunto de
Rn+1?

En el presente proyecto abordaremos los productos simétricos de la Recta
Real donde analizaremos aspectos geométricos de este espacio, en particular
estudiaremos las geodésicas, isometrias y sus encajes en espacios euclidianos.
Para lo cual nos basaremos en las referencias [3] y [2].

En el primer capitulo se asentarédn las bases de este trabajo, se definira
el n-ésimo producto simétrico de un espacio topologico X, F,(X), se da-
rd una representacion interesante para el caso de F3(R). Veremos la forma
de medir distancias entre elementos de F3(R) con la métrica de Hausdorff y
se definiran algunas operaciones y transformaciones inducidas de R en F3(R).

Daremos nombre a algunos conjuntos como lo son: rayos, lineas verticales
y planos horizontales, los cuales nos daran una idea geométrica de como es
la distancia entre puntos de F,,(R) con la métrica de Hausdorff mediante el
uso de algunos lemas como se muestra en el segundo capitulo.

En el tercer capitulo definiremos lo que es un encaje bi-Lipschitz, y ve-
remos como los planos horizontales de F3(R) se pueden encajar en R? y
concluiremos este capitulo con el primer resultado importante de este traba-
jo, que nos dice que el espacio F3(R) se puede encajar en R® mediante un
encaje bi-Lipschitz.

Otro resultado importante es el que nos dice que todas las isometrias en
F3(R) son inducidas de isometrias en R, el cual se demuestra en el capitulo
cuarto.

Y finalmente, en el dltimo capitulo tenemos un resultado, en el cual se
muestra bajo que condiciones se puede encajar F,(R) en R™, param > n > 4,
dando asi respuesta a la Pregunta 1.
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Capitulo 1

Preliminares

Un hiperespacio de un espacio métrico X, es una coleccién de subcon-
juntos de X que satisfacen ciertas condiciones especificas. Los hiperespacios
tuvieron sus inicios aproximadamente en 1900, con los trabajos de F. Haus-
dorff [8] y L. Viertoris [10]. Los primeros hiperespacios de un espacio métrico
X que se consideraron fuerédn el hiperespacio que consiste de todos los sub-
conjuntos cerrados no vacios de X, denotado por 2%, y el hiperespacio que
consiste de todos los subconjuntos compactos y conexos de X, denotado por
C(X). Mas adelante en 1931, dado un espacio topologico X y n € N, K. Bor-
suk y S. Ulam introducen el hiperespacio F,(X), al que llamaron el n-ésimo
producto simétrico de X, y lo definen como F,(X) = {A C X : A tiene a lo
méas n puntos}.

1.1. Representacion de F,(R)

Vamos a considerar F,(R) = {A C R : 1 < |A4| < n}. Comenzaremos
discutiendo en esta seccién propiedades basicas de F,,(R). La distancia Eu-
clidiana en R" sera denotada como | —| .

Notemos que los elementos de F),(R) son conjuntos, es decir, dado A €
F,.(R), A ={ay,as,...,a,}. Eneste trabajo a cada conjunto A = {ay, as, .. .,
a,} € F,(R) lo vamos a representar con la n-tupla ordenada (aq, as, ..., a,),
donde co < a1 < ap < --- < a, < oo,y abusando de la notaciéon diremos que
ap, € Aparak=1,2,...,n.

Asi por ejemplo, A = {a,b} € F4(R), se puede expresar como (a,a,b,b),
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4 Preliminares

(a,a,a,b)y (a,b,b,b).

Si A € F3(R) entonces solamente se puede expresar de dos maneras (a, a, b)
y (a,b,b).

En general hay (Zj) = % maneras diferentes de expresar cada punto
de cardinalidad k£ < n como una n-tupla.

Veamos una representaciéon geométrica en el caso n = 3.

A F3(R) le vamos a asociar el conjunto
{(ros,t):r <s <t}

Asi que vayamos viendo como es; primero ubiquemos el conjunto {(z,y, 2) :
r < y}. Véase Figura 1.1.

A<

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 1.1: Puntos en R? con la primera coordenada menor o igual que la
segunda.

Luego el conjunto {(z,y,z2) : y < z} que podemos ver en la Figura 1.2,
en color rojo:



1.1 Representacion de F,(R)

e

y<z

X<y

Figura 1.2: Puntos de R3 con la segunda coordenada menor o igual que la
tercera.

Asi, si nos fijamos en la interseccion tendriamos el conjunto que queremos,
el conjunto {(x,y,2) : x <y < z}. Como se muestra en la Figura 1.3.

A I—

Figura 1.3: Casi modelo para F3(R)
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Que es el conjunto que le estaremos asociando a F3(R).
Sin embargo, hay que tener en cuenta que hay caras que se “identifican”;
pues a los elementos de F3(R) de cardinalidad 2, se les puede asociar el
punto (z,x,y) y también (z,y,y).
Asi tendriamos que las caras de color rosa y azul de la Figura 1.4 son las
que se “identifican”, mientras que en la linea punteada azul se encuentran los
elementos de la forma (z,x, x).

Figura 1.4: Modelo para F3(R), con caras que se “identifican”

1.2. Propiedades basicas de F),(R)

Ahora vamos a discutir algunas propiedades basicas de F,(R), paran > 3.
Para p,q € R denotaremos p A ¢ = min{p,q} y a pV ¢ = max{p,q}. En
general si p1,po,...,p, son numeros reales se define py Aps A -+ A pp =
min{py, pa, ..., Pk} Yy P1 VP2 V- Vpr = max{pi,ps,...,pr} . A continuacion
algunas proposiciones.

Proposicion 1.2.1. pV (¢ Ap) =p

Demostracion:
Consideremos dos casos:



1.2 Propiedades basicas de F,(R)

I) Si p < gq, entonces (g Ap) =py asi
pVI(gAp)=pVp=p.

IT) Si ¢ < p, entonces (g Ap)=qy (pVq) =p,y asi
pVI(gAp)=pVq=p.

Por tanto, en ambos casos tenemos que

pV(gAp)=p.

Proposicion 1.2.2. (pAq)V(gAr)=qA (pVr) pora toda p,q,r € R

Demostracion:
Consideremos los siguientes cuatro casos:
I)Sig<pyq<r,entonces

(pAQ)V(gAT) =qVgq
=q
=qA(pVr).

IT) Sip < qyr<q, entonces

(pA@Q)V(gNAT) =pVr
=qA(pVr).

III) Si p < ¢ < r, entonces

(pAq@)V(gAT) =pVgq
=q
=qAr
=qA(pVr).

IV) Sir < ¢ < p, entonces

(pA@)V(gAT) =qVr
=q
=qAp
=qA(pVr).
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Por tanto (p Aq) V(g Ar)=qA (pVr) pora toda p,q,r € R. T

Los puntos en F,,(R) pueden ser vistos como subconjuntos de R. Cuando
nos referimos a la cardinalidad de A € F,,(R) nos referimos a la cardinalidad
de A como subconjunto de R, la cual sera denotada por card(A).

Por ejemplo en F3(R)

» Si A=(1,1,1), entonces card(A) = 1.
» Si A= (1,2,2), entonces card(A) = 2.
» Si A=(1,2,3), entonces card(A) = 3.

Por otro lado, si s € Ry A € F,(R), vamos a definir la dist(s, A) =
min{|s —r|:r € A}.
En particular dado s € R y A € F3(R), una representacion geométrica de
dist(s, A) se muestra en la Figura 1.5.

d(s,A) A

u v w R

)

Figura 1.5: Distancia de un nimero real a un elemento de F3(R)

En particular, con la métrica de Hausdorff la distancia entre A y B con
A, B € F,(R) puede ser expresada como:

dy(A, B) = méax{méxsc 4 min,cp |s — 7|, méx,cp minge 4 |s — r|}
= maxe 4 dist(s, B) V max,cp dist(r, A).

Como caso particular, si nos fijamos en dos puntos A = (r,s,t) y B =
(u,v,w) en F3(R), como los que se muestran en la Figura 1.6, entonces

dy(A, B) = dist(r, B) V dist(s, B) V dist(t, B)V
dist(u, A) V dist(v, A) V dist(w, A),

es decir, el maximo de las distancias se muestra en la Figura 1.6 de color
rosa.
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< ®
S ¢
n®
2]

B

Figura 1.6: Distancia de cada punto a otro conjunto

En este caso dy (A, B) se muestra en la Figura 1.7.

A

r'S t R

< ®
Ec»

B . d(A,B)

Figura 1.7: Distancia entre dos elementos de F3(R)

El punto 0 € R pertenece a todo F,(R) y nos referiremos a él como el
origen y lo denotaremos por O.

Definicion: Dado A € F,(R) definimos la norma de A denotado por |A|
como dy (0, A).

Notemos que si A = (ay,as,...,a,) entonces |A| = |ag| V| ay].
A una n-tupla (a1, as, ..., a,) también la vamos a denotar como (a;)? ;.

Para cualesquiera A\,u € R, con p > 0y A = (a1,as,...,a,) € F,(R),
definimos:

At A=A+a), =A+a, A tag, .., A+ ay),
pA = (pa;)iey = (pay, pas, ..., pay)

y —
A= (_a/n-i-l—i)?:l = (_anu —Ap—1,..., —02, _al)
El punto A es llamado el conjugado de A.

Por cada transformacion lineal 4 en R hay una transformacion natural i de
F,(R) dada por

h((a1, a9, ...,a,)) = (h(a1), h(az), ..., hia,))
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si h preserva la orientacion, es decir, si a3 < as < --- < a, entonces h(a;) <
h(az) < --- < h(ay,).
Y por

h((ay, a9, ... ,a,)) = (h(an), h(an_1),...,h(a1))
si h invierte la orientacion, es decir, si a1 < as < --- < a,, entonces h(a,) <
W(an 1) < -+ < har).
En particular, las siguientes transformaciones de R, denominadas:

Traslaciones r— A+,
Dilataciones x — px, € (0,00),
Reflexiones r— 2\ — 1,

inducen las correspondientes transformaciones en F),(R):

Traslaciones verticales: Th(A) =X+ A,
Dilataciones: D,(A) = pA,
Refleziones: Ry\(A) =2+ A.

Veamos el efecto geométrico de estas transformaciones en F3(R).
Sean A € F3(R), \,u € R con p > 0.

1. Traslacion vertical: Ty(A) = A+ A
Lo que hace esta transformacion es recorrer A\-veces en cada una de sus
coordenadas el punto A, como se ve en la Figura 1.8.

Figura 1.8: Taslacion vertical de A
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2. Dilataciones: D,(A) = pA
Esta transformacion, lo que hace es mover el punto A, en la misma
direccién de la recta que une el punto A con el origen O, ya sea alar-
gandolo o acortandolo. Como se ve en la Figura 1.9.

Figura 1.9: Dilatacion de A

Proposicion 1.2.3. Las traslaciones verticales y las reflexiones en F,(R)
son isometrias inducidas por isometrias en R.

Demostracion:
Sean A € Ry A, B € F,(R), donde A = (ay,as,...,a,)y B = (b1,ba,...,b,);
ThN(A)=AN+ap, At+ag,...,. \+a,) yT(B)=AN+bi, A\ +ba,..., A+ b,).
Notemos que dist(ag, B) = dist(\ + a, Tx(B)), para todo aj € A.
En efecto,

dist(A\tag, Th(B)) =min{|(A+ax) — (A +b;)|: b; € B}
= min{|ay, — b;| : b; € B}
= dist(ag, B).

Analogamente, dist(A,by) = dist(Tx(A), A + by). Asi,
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dg(Th(A), TA(B)) = maxser,(a) dist(s, Th(B)) V max,cp, () dist(Tx(A),r)
= méx,,ca dist(A + a;, Th(B))V
maxy,ep dist(Th(A), A + b;)
= MAax,, e dist(a;, B) V maxy,cp dist(A, b;)
=dg(A, B).
Por tanto las traslaciones verticales son isometrias.
Ahora veamos que pasa con las reflexiones.
Para esto primero notemos que dist(2\ — a;, R\(B)) = dist(a;, B), para todo
a; € A pues,
dist(2A—a;), R\(B)) = min{|(2\ —a;) —t| : t € R\(B)}
= IIll/l'l{|CLi — bzl . bz S B}
= dist(a;, B).

Analogamente, dist(Rx(A),2A —b;) = dist(A,b;), para todo b; € B. Asi,

dH(R)\<A), R)\(B» = méXseRA(A) diSt(S, R)\(B» V méxreRA(b) dZSZf(R)\(A), 7’)
= MAaxXg,ea dist(2A — a;, Ry\(B))V
IHEiXbiGB d’iSt(R)\<A), 2\ — bz)
= Maxy,eca dist(a;, B) V maxy,ep dist(A, b;)
= dy(A, B).

Por tanto las reflexiones son isometrias. ]

Proposicion 1.2.4. Las dilataciones cumplen que dg(pA, uB) = pdy (A, B)
para cualesquiera A, B € F,(R).

Demostracion:
Sean p € Rtal que u > 0y A, B € F,(R), donde A = (ay,as,...,a,)y
B= (bl,bg, ey bn),
D, (A) = (pay, pas, . .., pan) y Du(B) = (uby, pba, . . ., jiby,).
Notemos que dist(pa;, D, (B)) = pdist(a;, B) para todo a; € A, pues tenemos
que

dist(pa;, D,(B)) = min{|pa; —s|:s € Du(B)}
= min{|pa; — ub;| : b; € B)}
= min{ula; — b;| : b; € B}
= pdist(a;, B).

Por tanto,
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du(Dyu(A), Du(B)) = méxsep,(a) dist(s, D,(B)) V max,cp, p) dist(r, D,(A))
= max,ea dist(pa;, D,y(B)) V méxy,ep dist(ub;, D,(A))
= MaXy,ca pdist(a;, B) V méxy,ep pdist(b;, A)
= p(maxy,ca dist(a;, B) V maxy,ep dist(b;, A))

Ahora, para cada A € F,(R), definimos:

También, para cada A € R, definimos II, = T)(II), donde

1= {(—T, ag, ag, . .. JCLTL—IJT) € Fn(R) T e [0, +OO), —-Tr S a; S T}.

En F3(R) vamos a denotar como Il al conjunto II.
Nos vamos a referir a los conjuntos I'(A), A(A) y I, como lineas verticales,
rayos y planos horizontales, respectivamente.

A continuaciéon damos una visualizacion geométrica de estos conjuntos para
el caso de F5(R).
Sea A € F3(R); A\, u € R donde p > 0.

1. Linea Vertical de A: T'(A) = {T\(A) : A € R} esta representada por la
imagen de la Figura 1.10.
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Figura 1.10: Linea Vertical de A

2. Rayo de A: A(A) = {D,(A) : p € (0,+00)} se muestra en la Figura
1.11.

Figura 1.11: Rayo de A

3. Planos horizontales 11y y 11, se muestran en la Figura 1.12
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Figura 1.12: Planos Horizontales

Proposicion 1.2.5. Para cada A, B € F,(R), los conjuntos I'(A) y I'(B) son
disjuntos o el mismo conjunto, andlogamente, los conjuntos A(A) y A(B),
asi como también los conjuntos 11, y Ily, son disjuntos o el mismo, es decir,

1. SiT(A)NT(B) # ¢ entonces I'(A) =T'(B),

2. Si A(A)NA(B) # ¢ entonces A(A) = A(B) y
3. S 1y, N1Ly, # ¢ entonces 11, = II,,.
Demostracion:

1. Como I'(A) NI'(B) # ¢, existen A1, Ay € R tales que \; + A = Ao + B.
Para ver la contencion I'(A) C I'(B) tomemos X € I'(A) entonces
existe v € R tal que X = v+ A. Consideremos § = v — Ay, asi

X =9+A=v-M+M+A=0+(M+A) =+(N+B) = (B+X2)+B.

Por tanto X € I'(B).
De manera anéloga se prueba que I'(B) C I'(A). Por lo tanto I'(A) =
I['(B).

2. Como A(A)NA(B) # ¢, existen iy, o € (0,00) tales que 1 A = s B.
Sea Y € A(A) entonces exite n € (0,00) tal que



16 Preliminares

Y=pA="na= a8
M1 H1 241

asi Y = puB con p = ;Lps € (0,00).
Por tanto Y € A(B) y asi A(A) C A(B).
Anélogamente se tiene que A(B) C A(A) y asi A(A) = A(B).

3. Como I, N1II,, # ¢, existen ry,ry € [0, +00), tales que —r; < a; <1y
y —1ro < b; < 7y y ademas,

)\1 + (—7”1, as,...,QAp—1, 7“1) = )\2 + (—7“2, bQ, . ,bn_l,’f‘g).
De manera similar a la prueba de 1 y 2 se tiene que II,, C II,, y

Iy, C II,,. Por tanto II,, = II,,.

Para concluir este capitulo notemos que

F® = |J ),

A€F,(R)
F.R) = |J A@)y
A€EF,(R)
F,(R) = | .

AER

Y para cada p > 0, definimos S, = D, (S) donde

S:{(_17&27a37"'7an7171) EFn(R) -1 §a2 SCLSS Sanfl < 1}



Capitulo 2

Distancias entre algunos
conjuntos de Fj,(R)

2.1. Algunos Lemas

Los siguientes cuatro lemas son directamente las generalizaciones corres-
pondientes a los resultados para n=3 que se obtuvieron en [2|. Estos lemas
nos dan una estimacion de la distacia entre dos conjuntos del tipo ITy, I'(a)
y A(a), respectivamente.

Lema 2.1.1. Dado A € 11,,, tenemos que
du(A, B) > | A1 — A2 para todo B € 11,,.
La igualdad se da si también B € T'(A).

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad supongamos que A; < Ag. Sean A = (A —
rl,ag,...,an_l,/\l +7’1) y B = ()\2 —T’Q,bQ,...,bn_l,)\g +7”2).

m Sirg >y
Como A\; — 11 <ag < -+ < a1 <A 471y,
entonces —(A\ +71) < —ap 1 <o < —ag < — (A — 1)
y como A\ < Ay v 11 < 1o, entonces
0< Na+7m2)— (M +71) < Ao+712) —ap1 < < (Ag+713) —az <
(Ao +13) — (A1 —71).

17
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Asi,
(A2 +72) — (A 4+7m1)| <] Ao +72) —an-1] < - < |(Aa+713) —az] <

|<>\2 + TQ) - (/\1 - 7’1)|.

Entonces,

dist(Aa+re, A) =min{|( Ay + 1) — 5| : s € A}
= |()\2 +7’2) - ()\1 +’l”1)|
:)\2+7’2—)\1—7"1.

Asi tenemos,

d (A, B)= méaxsea dist(s, B)Vmax,ep dist(r, A)
> dist(Agy + 12, A)
:>\2+7’2—/\1—7’1
> A2 — AL

Sire < rq, tenemos que A\ —r; < Ay — 19

y dado que Ay — 15 < by <+ < by < Ao+ 19,

entonces —(Ag +72) < —bp_1 < -+ < —by < —(Ag —19)

y tenemos que

M—=r)—(a+ry) <M —11) —bpg < - < (M=) —by <
()\1—7"1)—(/\2—7’2) SO

Asi,

(A =71) = (A= 7m2)] < (A —711) =bo| < - < (A —711) = bpa] <
(A1 —71) = (A2 +12)|-

Entonces,

dist(\M—r1, B) =min{|(A\; —r) —r|: 7 € B}
= [(M —71) = (A2 —72)]
:/\Q—TQ—)\1+T1.

Asi tenemos,

di (A, B) = maxgea dist(s, B)Vméx,cp dist(r, A)
Z dlSt()\l — T, B)
:)\2—7’2—)\1—|—7“1
> A — A1
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Por tanto dy(A, B) > Ay — A1.

Ahora si B € II,, NT'(A), entonces B = (A + A\ —ri, A+ ag, ..., A+
an_1, A+ A1 +71) para algin A € R por pertenecer a I'(A). Como también
B € 1l,,, B = (Ay — ro,bh,..,b,_;, Ay + 1r2) para algtn ry € [0,00) y con
—r < b, <rparak =2,...,n— 1. Asi resolviendo el siguiente sistema de
ecuaciones

)\2—T2:>\+)\1—T1,
)\2+T2:>\+>\1+T1,
A+ a, =0

Obtenemos que
B = ()\2 — T, b/2, ey bgm—b )\2 + 7’1),

donde b}, = ax + Ay — A\; para cada k € {2,3,...,n — 1}.

Afirmacioén 2.1.2. dist(ay, B) Vdist(bg, A) < Ao — A para k =2,...,n—1.
En efecto dado que
dist(ax, B)= min{|ay — b;| : b; € B}
=lax — Mg —r)| A Alag = V| A Aag — (Ao +711)|

< lax — b
= |ak — (CLk +>\2 — )\1)|
= X2 — AL

Anélogamente tenemos que

dZSt(bk, A) S )\2 — )\1.

Asi,
dist(ag, B) V dist(bg,a) < Ag — Ay.

Afirmacion 2.1.3. dist(Ag — 11, A) < Ag — Ay

Dado que
dist(Ag—r1, A) =min{|As —r; —a;] : a; € A}
=[(A2—r1) = (M —r)[ A Al(A2 —71) = (A +71))]|
<|[(A2—711) = (M —11)
:>\2—>\1.
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Afirmacién 2.1.4. dist(A; +r1, B) < Ay — Aq.

En efecto pues,
dist(\+r1, B) =min{|\; + 71 —b;] : b; € B}
=AM +r) = Qe —=r)| A Al(A 4 11) = (A2 +71))
<A 4+71) = (A2 +11)|
=2 — A

Analogamente tenemos las siguientes afirmaciones

Afirmacion 2.1.5. dist(A; + 11, B) < Ay — Aq.

Afirmacion 2.1.6. dist(Ay + 11, A) < Ao — Ay

Asi por las Afirmaciones 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6 tenemos que,

dy(A, B) = méxg,ca dist(a;, B) V maxy,cp dist(b;, A)
= dist(A\y — 11, B) V dist(a, B) V dist(\y + 11, B)V
dist(Ay — 11, A) V dist(bg, A) V dist(Ag + 11, A) para
k=2,....n—1

<A —N\
- |)\1 - )\2‘
Y como B € I, tenemos que dg(A, B) > |\ — Agl.
Por tanto
dy(A, B) = |\ — Ao
para B € II,, N T['(A). T

En la Figura 2.1, se muestran geométricamente las condiciones del Lema
2.1.1 para el caso de F3(R).
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n

" T\2
A. / (rl A
.B

A=

Figura 2.1: Distancia entre elementos de distintos planos horizontales.

Lema 2.1.7. Sean A = (—r,as,...,a,_1,7) €l y B = (=s8,by,...,b,_1,5) €
II. Entonces para todo A" € I'(A) y B € I'(B), tenemos

2y (A, B') > dy(A,B).

Demostracion:
Usando la transformacion T, si es necesario, supongamos que A’ = A. Como
B’ € I'(B) entonces B’ = T)(B) para alguna A € R, por lo cual B’ € II,, asi
por el Lema 2.1.1 dg(B’, B) = |A|, y du(A, B") > |A|. Por la desigualdad del
triangulo

dy(A, B) < dy(A,B') + dy(B', B) = dy (A, B') + |\| < 2dy(A, B)

como se requeria. T

Un representacion geométrica en F3(R) del Lema anterior se da en la
Figura 2.2.
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w0
: ':. B )
A B.
<
y
" r(B)
r(A)

Figura 2.2: Otros puntos en F3(R)
A continuacion vamos a discutir en F3(R) algunas propiedades del con-
junto
Iy ={(-r,s,r): 0<r<ooy—-r<s<r}
Para cada r > 0 vamos a definir el conjunto
Ciry={Aelly: |A| =1}

Una imagen de C(r) se muestra en la Figura 2.3.

z

A
C(irl)

.

Y4

Figura 2.3: Otro conjunto en F3(R), C(r).

Notemos que ambos conjuntos Ily y C(r) son invariantes bajo la transfor-
macion conjugacion 7', definida como
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T: Fy(R) - Fy(R),
T(A) = A.
Lema 2.1.8. Dado A; = (—r1,s1,71) € C(r1) se tiene
dy (A, Ag) > |ry — o] para todo Ay = (—73, 82,72) € C(rs).
La igualdad se da si y sdlo si |sy — sa| <| 11— 12].

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad supongamos que ro > 1. Tal situaciéon se muestra
en Figura 2.4.

Figura 2.4: Los conjunto C(ry) y C(r2)

Como tenemos que

dist(ry, As) = min{|r; —a|:a € A}
= |7"1 — (—T2)| /\| r — 52| /\| M —T9
<ry—r.

Anélogamente se puede mostrar que

dist(—rl, AQ) S o — T,
diSt(—’I"g, Al) S o — T,
dist(ry, A1) < 1o — 1.

Luego tenemos que
dH(Al, AQ) = diSt(-Tl, AQ) V dZ'St(Sl, AQ) vV d’iSt(Tl, Ag)
\/diSt(—’I"g, Al) V diSt(Sz, Al) V diSt(Tg, Al)
= (ro —r1) V dist(s1, Aa) V dist(sq, Ay).
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En particular, dy(A;, Ag) > o —11.

Para la segunda parte notemos que a su vez también

dist(s1, As) = min{|s; — as| : as € Ay}
= |s1 + 12| Al 81 — s2| A 51— 12|
< |s1 — sal.

Analogamente dist(sg, A1) < |s1 — Sal.
Ahora, si |s; — so| <| 11 — ra|, entonces

dH(Al,A2> S (Tg — 7”1) V |81 — So| = T9 — 1.

Asi dH(Al,AQ) =T9 —T.

Inversamente supongamos que dg(Ay, Ag) =19 — 171.

Usando las invariancia bajo la conjugacion asumamos que s; > 0.
Por un lado tenemos que

dist(s1, As) < dp(Ay, Ag) =19 — 1y
y por otro lado como 0 < 51 < r; < 7y entonces s; — ry < s+ ro y asi

diSt(Sl,Ag) = |81 +T2| /\| S1 — 82| /\| S1 — 7”2|
= (81 +7r2) Alsy — 2| A (19 — s1)
= |s1 — so| A (12 — 51).

Como 79 — 11 < r9 — 51 tenemos que dist(sy, As) = |s1 — sal.
Entonces
|81 - 82‘ = diSt(Sl,AQ) S ro — 1.

Por tanto |s; — s < rg — 1. T
Un resultado mas general es el que se da en el siguiente lema.
Lema 2.1.9. Dado A = (—r,ay,...,a,-1,7) € S,,tenemos que

dy(A, B) > |r —t| para todo B = (—t, by, ..., by_1,t) € S;.

La igualdad se da si dist(ay, B) V dist(bg, A) < |r —t| para cada
k=23,...,n—1.

Demostracion:
Tenemos que para k =2,...,n—1
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diy (A, B)= dist(—r, B) V dist(r, B) V dist(ay, B)V
dist(by, A) V dist(—t, A) V dist(t, A).

Para esto primero notemos que
dist(r, B) V dist(t, A) = |r —t|,

debido a que

dist(r, B) = min{|r — b;| : b; € B}
=|r+t|Alr—0bx|Alr—t|parak=2,...,n—1
=|r—bg| Al =t

Analogamente dist(t, A) = |r —t| A| t — ag|.

m Sit<r, como0<rtyby <t tenemos que —t < —by.
Asi

Ir—tl=r—t<r—>bp <|r—10b

Entonces
dist(r,B) = |r —t| y dist(t,A) = |r —t| A| t — ag|.
Entonces por la Proposicion 1.2.1 tenemos que
dist(r, B) V dist(t, A) = |r —t|.
= Sir <t, andlogamente al punto anterior
dist(t, A) = |r —t| y dist(r, B) = |r — t| A| r — b].
Por la Proposicion 1.2.1 se tiene que
dist(r, B) V dist(t, A) = |r —t|.

Asi
dy(A, B) > dist(r, B) V dist(t, A) = |r — t|.
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Para ver la segunda parte, si dist(ay, B) V dist(b;, A) < |r — t| para cada k,
entonces

du(A, B) < |r —t| V dist(r, B) V dist(t, A) = |r — ],

es decir,

dH(A, B) = |7’ — t‘

Lema 2.1.10. Sean A = (—r,as,...,a,_1,7) y B = (—=8,ba,..., by 1,9)

puntos arbitrarios con s >0 yr < s. Hagamos C' = —B. Entonces
s

di(A,C) < 2dy(A, B).

Demostracion: ,
Cuando B es multiplicado por el factor —, es decir, cuando hacemos C' =
s

r r
(=r,ba—, ..., by_1—,7), ninguno de los puntos de B es removido mas que
S S
s — r. Es decir tenemos que
» dist(b;,C) < s —r, para todo b; € B.
Pues tenemos que
dist(—s,C) =min{|—s—c¢|:¢; € C}
=|—s+r|A---A|—5—1]

<|—s+7
=5—7.

Y para todo k =2,...,n—1 como —s < b < s, entonces |by| <s.Y
asi

dist(b, C) = min{|by, — ¢;| : ¢; € C'}
:|bk+r|/\"'A‘bk_bkg‘/\"'/\|bk_r|

< ‘bk_bki
S
T
= Ibel [(1 - 5)
r
<s(1--
<s(1-2)

=S—T.
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Ademas

dist(s,C) = min{|s —¢;| : ¢; € C}
=|s+r|A--Als—r]
<ls—rl
=s5—T.

Por tanto dist(b;,C') < s — r, para todo b; € B.

= Andalogamente dist(c;, B) < s — r para todo ¢; € C

Asi obtenemos que

di (B, C)= miny,cp dist(b;, C) V min,,cc dist(c;, B)
<s-—r.

Por otro lado, dado el orden en la n-ésima tupla A tenemos que
TS ay < S gy ST
asi

—r < —ap1 << —ay <,

y obtenemos que
s—1r<s—a, 1 <---<s—ay<s+r.
Como 0 < s — r entonces
ls—r|<|s—a, 1| < - <|s—ay] <|s+7]|
Y por tanto
dist(s, A)= min{|s — a;| : a; € A}
=s—r.
Luego como dist(s,A) < dgy(A, B) y dado que dg(B,C) < s — r tenemos
que

Entonces por la desigualdad del tridangulo tenemos que
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2.2. Un caso especial: distancia entre puntos de
F5(R)

En esta seccion vamos a encontrar la féormula para saber la distancia,
dy(A, B), cuando A = (—1,v,1) y B=(—1,u,1).

Lema 2.2.1. Si A, B € F3(R) tienen la forma A = (=1,v —1) y B =
(—=1,u,1), entonces

;

1—u siu< —1<v<2u—1,

W=

lu—wv| siu<

L=

, 2u—1<wv<1,
_ > _ _
du(A, B) = l—u siu2>z, 1<v U, (2.1)

1+v siu>

IA
VAN

W=

IA
IN

—Uu

u—1
v 2

W=

Y

1.

IS

L
IN
<
IN

v —u| siu>

W=
M|

Demostracion:
Para ver esto primero notemos que

dy(A, B)= dist(—1, B) V dist(v, B) V dist(1, B)V
dist(—1, A) V dist(u, A) V dist(1, A).

pero como
dist(1,A) =min{|l —a;| :a;, € A} =1+ 1|A|1—-0v|A]1—-1]=0.

Y analogamente dist(1, B) = dist(—1, A) = dist(—1, B) = 0.
Tenemos entonces que

dy(A, B) = dist(v, B) V dist(u, A),

es decir, solo basta en fijarnos en el valor de dist(v, B) y dist(u, A), y ver
quien es el maximo.



2.2 Un caso especial: distancia entre puntos de F3(R)

También observemos que

dist(v, B) = min{|v — b;| : b; € B} = |v — (=1)| Alv —u| A| v — 1],

como —1 < v <1 entonces

Anélogamente

dist(v,B) = (14+v) A(1 —v) Alv —ul.

dist(u, A) = (14+u) A1 —u)Alv—ul.

Ahora si veamos como se obtiene la formula (2.1)

1) dg(A,B)=1—u s

u <

Wl

y —1<v<2u—1.

29

Para que v tenga sentido, entonces 0 < u . Y asi tendriamos que como
0<u< %, —1 < v < 2u — 1 entonces

1
1<v< —=
3
1
-<—-v<1
3

Sumando 1 en ambas desigualdades se obtiene que

Asi tenemos que

Por otro lado, como u <

Wl

you< —

1
3

entonces v < —% < —uy asi

(2.2)
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I+v<1—u. (2.3)
Luego, como v < 2u — 1 se tiene que v — u < u — 1, por lo que

l—u<u-—o. (2.4)
Dado que 0 < u obtenemos

l—u<l+4u. (2.5)

Entonces, por (2.3) y (2.4) tenemos que

l+v<u—v=|v—u,

por esta desigualdad y por (2.2) concluimos que
l+v=(1+v)A(1—v)A|v—u|=dist(v,B).

Por otro lado, por (2.5) y por (2.4) tenemos que
l—u=04u)A(1l—u)Alv—u|=dist(u, A).

Ahora, solo falta fijarnos en el maximo, que por (2.3) tenemos que es 1 —u

Por tanto,
dH<A, B) =1—u.

dg(A,B)=|u—v| si u<3 vy 2u—1<v<l

Para que v tenga sentido 0 < w. Veamos la demostracion por dos ca-
S0s:

I) Siu>w.
Entonces |u — v| = u — .
Como 2u — 1 < v entonces

u—v<1—u. (2.6)
Dado que u > v obtenemos

l-u<1l-w. (2.7)
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1)

Pero u > 0 implica que

1—u<1+u (2.8)

Asi por (2.6) y (2.7) tenemos que |u —v| = u—v < 1 —wv. Por tanto,
dist(v, B) = (1 +v) A (u—v).

De (2.6) y (2.8) obtenemos que |[u —v| =u—v <1—u <1+u. Por
lo que
dist(u, A) = u —v.

Asi,
dir(A, B) = [(1+0) A (u—v)] V (u— o).

Pero por la Proposicion 1.2.1 [(1+v) A (u—v)]V (u —v) = (u—v).
Por tanto
dy(A,B) =u—v = |u—u|.

Siu <.
Entonces |u — v| =v —u. Como 0 <wvyu < v entonces 0 < v. Por
lo que

l—-v<14w. (2.9)

Como u > 0 entonces
1—u<1+u. (2.10)

Luego, dado que v < 1, entonces
v—u<l—u. (2.11)
Por (2.9) tenemos que
dist(v, B) = (v —u) A (1 — ).
Luego, por (2.10) y (2.11) tenemos que
v—ul=v—u<l—u<l+u

Por tanto
dist(u, A) = v — u.
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Teniendo asi que
dug(A,B) =[(v—u) A (1 —=v)]V (v—u).
Y por la Proposicién 1.2.1 tenemos que

(v—u)ANA1=v)]V(v—u)=v—u=|u—0

Por tanto
dH(AvB):‘u_U|
dy(A,B)=1—-u si uZ% y —1<ov<—u
Como u > % y v < —u entonces
—1§v§—1.
Asi
1+v<1 1 2<2
v — === U.
< 3-3°5

Es decir, 1 +v < 2 — u, y entonces
l—u<wu-—vw.

Luego dado que u > 0
l—u<1+u.

Asi, por (2.12) y (2.13) tenemos que

dist(u, A)=(1—u)AN(1+u)A(u—v)=1—u.

1

Por otro lado, v < —3

, implica que
1+v<1—w.

Ademés como —1 < v < —% entonces
1
- < —v.
3

Y

< u, implica que

Wl

Wl
IN
S
|
S

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Dado que v < —% entonces

1+v<

[SVIN )

Por tanto
1+v<u—w.

Asi, por la desigualdad anterior y (2.15)
dist(v,B)=(1—=v)A(1+v)A(u—v)=1+w.
Esta igualdad y (2.14) implican que
dy(A, B) = dist(u, A) V dist(v, B) = (1 —u) V (1 +v).
Pero por (2.16) tenemos que
dy(A,B)=1—u.

u—1
5 -

dy(A,B)=1+v siow
Como u > 0 entonces

Y
W=

y —u<v<

1—u<1+4wu.
Y v < %+ implica que 2v < u — 1, asi
1+v<u—w.
Pero como 1 —u <1+ v ya que —u < v entonces
l—u<u—v=|u—u|.
Asi por (2.17) y por (2.19) tenemos que
dist(u, A)=1—-u)ANAQ+u)A(u—v)=1—u.
Por otro lado, como v < 0 entonces

1+v<1—vw.

Asi (2.18) y (2.21) implican que
dist(v,A)=(1+v)AN(1—-v)A(u—v)=1+w.

Como dy (A, B) = dist(u, B) V dist(v,A) = (1 —u) V (14 v)
Y dado que 1 — u < 1 + v, concluimos que

33

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)
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5) dg(A, B) = v — ul siou> y S <o<l

Wl

Como las hipétesis no nos dan mucha informacién sobre como es v res-
pecto a u, entonces vamos a hacerlo por dos casos:

I) Siv<u.
Entonces |[v — u| = u — v.
Como u > 0, se tiene que
1—u<1+4wu.
Por tanto
dist(u, A) = (1 —u) A1+ u)A(u—v) = (1—u) A (u—uv). (2.22)
Por otro lado, dado que “T’l < w, se tiene u — 1 < 2v y asi
u—v<ov-—1.
Y como u < 1, entonces
u—v<1-—w.
Por las dos desigualdades anteriores tenemos que
dist(v,B) = (1 —=v)A (1 +v)A(u—v)=u—o. (2.23)
Se sigue de (2.22) y de (2.23) que
dg(A,B) =[(1 —u) A (u—0)]V (u—wv).
Por la Proposicion 1.2.1 tenemos que
(1—u)A(u—2)]V(u—2)=(u—0).

Por tanto
dy(A,B) =u —wv.

II) Siu<w
Entonces |v — u| = v — u.
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Como v < 1 entonces v —u <1 —wu, ydadoque 1 —u <1+ u
entonces
v—u<l—u<l+u

Asi,
dist(u, A) =(1—u) AN(14+u)A(v—u)=v—u. (2.24)
Por otro lado, como v > 0 y v < v, implican que v > 0 y entonces
l—-v<1+w.
Por tanto
dist(v,B)=(1—=v)A(1+v)A(v—u)=(1—v)A(v—u).
Asi por igualdad anterior y (2.24) tenemos que
dy(A,B) = (v—u) V[(1 —v) A (v—u)].
Entonces por la Proposiciéon 1.2.1

dy(A,B) = v — u.

Con todo esto terminamos la prueba del Lema 2.2.1. T
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Capitulo 3

Equivalencia bi-Lipschitz entre
F5(R) con R?

En esta seccion definiremos lo que es un encaje bi-Lipschitz y probaremos
que el espacio F3(R) es (3+47) — bi — Lipschitz equivalente a R? y que cada
conjunto ITy es (1 + 47) — bi — Lipschitz equivalente a R2.

Definicion 3.0.2. Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos. Una funcion
¢: X — Y es un encaje, si este es un homeomorfismo sobre su imagen.

Definicion 3.0.3. Un encaje ¢ : (X,dx) — (Y,dy) es bi — Lipschitz si
eviste L € R tal que:

Tdx(a,b) < dy(9(a), 6(8)) < Ldx(a,)

para cualesquiera a,b € X, y en este caso diremos que X es L-bi-Lischitz
equivalente a Y .

Ejemplo 3.0.4. Consideremos f: R — R donde

f(x) = 3x.

Tenemos que

1
Fla— b <Ja—b < Lla -1,
con L = 3.

37
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Teorema 3.0.5. Sea f : Il — R? la funcion definida como

f((=r,s,1)) = (rcos?,rsen?).

Entonces para toda A, B € 11y, tenemos que

“d(A,B) < |f(A) ~ (B)| < (1 + 4m)dy(A, B). (3.1)

En particular, cada conjunto 11y es (1 4 4mw) — bi — Lipschitz equivalente a
R2.

Demostracion:
Notemos que,

f((=r,—r,r)) = (rcos(—m),rsen(n)) = (—r,0).

Por otro lado, f((—r,r,7r)) = (rcosm,rsenmw) = (—r,0).

Por tanto la funcién f esta bien definida.

Dado que IT, = T)\(Ily) y T\ es una isometria, la segunda parte se sigue de
la primera.

Para probar (3.1), sean A, B € Il puntos arbitrarios. Sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que |A| > |B).

Primero veamos algunas propiedades que tiene la funcion f. Sea Z = (—r,s,1) €
[Ty un punto abitrario.

Afirmacién 3.0.6. Para todo > 0, f(uZ) = uf(Z2).

En efecto,

f(uz) = f((=pr,ps, pr))
= (reos(%) rsen(2)
= (prcos(Z*), ursen(=*)
= p(rcos(%?), rsen("*))

= uf(2).

Esta afirmacion nos dice que los rayos bajo la funcién son mandados a lineas
rectas como se ilustra en la Figura 3.1, (los rayos se indican de cierto color y
su imagen aparece del mismo color).

~—

(%
(%
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Figura 3.1: Comportamiento de f en los rayos de Il

Afirmacion 3.0.7. |Z| = || f(2)]l.

En efecto, pues

s s s s
If(2)| = ||(7“cos7,7“sen7)|| = \/7“200527 + r2sen27 =r=|\Z|.

Todos los puntos que tengan la misma norma que Z, es decir, que pertenezcan
a C(|Z]), sus imagenes tendran la misma norma, es decir, estaran sobre la
misma circunferencia, como se muestra en la Figura 3.2 .

z

Figura 3.2: Comportamiento de f en el conjunto C(|Z|)
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Otras rectas de la forma C(k) sobre el plano horizontal Ily y sus imagenes
estan respresentados en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Comportamiento de f en otros conjuntos C(k)

Entonces tenemos por la Afirmacion 3.0.6 que para todo A, B € Il y
p € [0,00)

|[f(nA) = f(uB)| = plf(A) = f(B)]. (3.2)

Luego, dado que |A| > |B] entonces por la Afirmaciéon 3.0.7 tenemos que

LA = [[F(B)]-

Afirmacién 3.0.8. Sea C' = A(A) NC(|B]), entonces ||f(A) — f(C)] <
1/ (A) = F(BII.
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Figura 3.4: Comportamiento de f en A, By C

Esto se ve claramente en la Figura 3.4, pero veamos analiticamente porque
pasa, tenemos que

10 = F(A <O = fB) + IF(B) = f(AI = [lf(B)I + lF(B) = fF(A)-
Como f(A) y f(C) estan sobre la recta que une a O con f(A), tenemos que
10 = f(A) = 1O = F(O) + 1F(A) = F(O) = [IF (O + LF(A) = FO].

Y dado que || £(C)[| = | £(B)], se tiene que
1F B+ LF(A) = FON < [IF B + 1F(B) = fF(A].

Por tanto,

1£(A) = (O < |1£(B) — F(A)]|
Afirmacion 3.0.9. [|(C) - f(B)]| < ||£(A) - f(B)]|.

Esto también se puede ver facilmente en la Figura 3.4, y es consecuencia
del hecho de que en un trapecio la longitud de la diagonal es mayor o igual
que la longitud de su base menor.

Ahora lo que vamos a hacer, es mostrar primero que

2d,(C, B) < ||£(C) — f(B)|| < 2ndy(C, B). (3.3)
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Para esto, usando la Proposicion 1.2.4 y (3.2) podemos asumir que |B| = 1.
Asi como C' € C(|B)| entonces C'y B tienen la forma (—1,s,1) y (=1,¢,1)
respectivamente, donde vamos a suponer que s < t, y ademés que t > 0.

Notemos que
(t —s)

1F(B) = F(C)]| = 2sen( )

pues,

1f(B)—f(O)* = (cosmt,senmt) — (cosms,senms)|?
= ||(cos 7t — cos s, sen 7wt — sen 7s)||?
= (cosmt — cos ws)? + (sen 7t — sen 7s)?
= cos® it — 2 cos wt cos TS + cos® ws+
sen? 7t — 2sen 7t sen s + sen’ s
= —2cosmtcosTs — 2senmwtsenms + 2
= 2(1 — (cosmtcosws + sen wtsens))

= 2(1 — cos(mt — ms)).

Luego, utilizando la identidad trigonométrica 2sen?§ = 1 — cos 26.
Tenemos que

7T(t—8)‘
2

7T(t—8)‘
2

| f(B) — f(C)H2 = 4 sen?
Por tanto

1£(B) = f(O)] = 2sen

Ahora vamos a ocupar la siguiente desigualdad, que es valida para « € [0, 7.
Q@ a o«
— < — < = 3.4
oM = (3.4)
Caso 1 Sit— s <1, usando (3.4) tenemos que
(t—s) < Senﬂ(t—s) < 7r(t—3)7
m 2 2

es decir,

7(t —s) < 71'(25—8).

t — s < sen
- 2 2

Multiplicando por 2 tenemos

2(t—s) < QSen@ <7m(t—s).
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Pero como || f(B) — f(C)|| = 2sen 7T<t2_ 8), entonces

2(t = s) < I f(B) = f(O) < m(t — s). (3.5)
Como s < t, entonces tenemos que |t — s| =t — s, asi
dy(B,C)=[1=s)A{t—=s)AN(L1+s)]V[([1—=t)A(t—s)A(1+1)].

Y dado que t <1 tenemos que t — s < 1 — s, y ademas como 0 <t
entonces 1 —t <1+ +¢.
Con estas desigualdades tenemos que

dy(B,C)=[1+s)A(t=s)|VII+t)A(t—9)
Y por la Proposicion 1.2.2
dy(B,C)=(t—s)AN[(1+s)V (1+1)].

Asidy(B,C) <t —s.
Entonces por (3.5) se tiene que

2dy(B,C) <2(t —s) < || f(B) — f(O)]]-
Por tanto
2dy(B,C) < [|[F(B) = f(O)]l.

Y asi ya tenemos la primera parte de lo que queremos probar.
Ahora solo ver falta ver que || f(B) — f(C)|| < 2ndy(A, B).

a) Sit—s <2
Dado que (1 +s) + (t —s) + (1 — t) = 2, tenemos que
(t—s)<(1+s)V(1l—t)y por tanto

dH(B,C) =1—s.
Entonces,
I£(B) = (O < (t — ) = 7d(B,C) < 2ndyy (B, C).
5

Y ya tenemos la segunda parte, pero solo, cuando t — %

b) Ahora, supongamos que t — s > %
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n Sit <

Entonces —% < —ty % < 1—t. Porloque 2 < 3(1—1).
Lo que implica que

(t —s)

1F(B) = F(O)]] = 2sen <2<3(1—1).

Entonces por (2.1) tenemos que
Si s e [—1,2t — 1], entonces dy(B,C) =1 —t y asi

1F(B) = F(O)]| <3(1 =) < 3du(B,C).
Sis € [2t — 1,t], entonces dy(B,C) =t — s, y asi

1F(B) = F(O) =2 <3(L — 1), si s € [-1,2¢ = 1],
I£(B) = f(C)|| = x(t —s) = mdu(B,C), si s € [2t — 1,1].

Sit<t<i
Entonces tenemos que —% < —t, asi % < 1—ty por tanto

w(t—s
2

1£(B) - £(O)] = 25en U= <2 a1 ),
Por otro lado, como —t < s tenemos que 1 —t < 1+ sy
junto con la desigualdad anterior obtenemos que

1f(B) = f(O) <2< 3(1—1)2<4(1 + ).

Por tanto, usando (2.1) se tiene

IF(B)=f(C)]] <2 <4(1—t) = 4du(B,C),
1/ (B)=f(C)]| <2 < 4(1+s) = 4du(B, C
IF(B) = F(O)| < w(t —s) = mdu(B,C) si s € [,

Sit> 3.
Comot—s <1 y% < t entonces % < l+syasi2 <4(1+s).
Entonces

1f(B) - (C)Hs <4(1 4 s) =4dy(B,C) si

selt—1,5,
1£(B) = F(C)Il < 7(t — 5) = ndu(B, C)si s € [F,1].
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Por lo tanto

1F(B) = F(O) < 27du(B,C).

Caso 2 t—s>1.

Como
T(2—(t—s)) (t —s)
sen —————— = sen(m — 5 )
= Sen 7 cos m(t ) —sen m(t —s) CoS T
_ senﬂ(t — 3)’
tenemos que
1£8) — F(©)] = 2500 EZ 2D
Usando la desigualdad (3.4) tenemos que
72— (t—s)) < sen (2 — (t —s)) < T(2—(t—s))
T - 2 - 2 ’
2 (t—s) SSen7r(2—(t—s)) < W(Q—;t—S))‘
Asi
22— (t— 5)) < 2sen 2 ;t =) < ra— (t—s)).
Es decir,

2=(t—s) <[fB)-fO) <7(2—-(t=15)).  (3.6)
Afirmacién 3.0.10. (1—-t)V(1+s) <2—(t—s) < 2[(1—t)V(1+s)].
Para la primera desigualdad observemos que como —1 < s entonces
0<1+s. Ycomot<1setiene0<1-—t¢.

Dado que
(s+1)+(1—-t)=2—(t—s),
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tenemos que

(s+1)<(s+1)+(1—-t)=2—(t—s),

1-t)<(s+1H)+(1—-t)=2—(t—2s).

Asi
(1—-t)V(1l+s)<2—(t—s).

Ahora, para la segunda desigualdad tenemos que
s Sil—1t<1+s, entonces
2—(t—s)=1—-t)+(1+s)<2(1+s)=2[(1—-t)V(1+s)].
= 1+ 5 < 1—1, entonces
2—(t—s5)=1—=t)+(1+s5) <2(1—-t)=2[(1—1t)V (L +s)].
Por tanto,

(I-t)V(I+s)<2—-(t—s)<2[(1-t)vV(1+s9)

Recordemos que dg(B,C) = (t —s) A[(s+1) V(1 —1)].
Ahora, vamos a mostrar que

du(B,C) = (1—1t)V (1+s).

. Sit+s§0yt§%,entoncessg—tyasil+s§1—t
Como estamos en el caso en que t — s > 1, entonces

s<t-—1.
Luego como t — 1 < 2t — 1 pues t > 0 tenemos
t<3 y —1<s<2-1

Entonces por (2.1)

dy(B,C)=1—t=(1—t)V(1+s).
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. Sis+t§0yt2%, entonces s < —t y por (2.1)
dy(B,C)=1—-t=(1—-t)V(1+s).

Por otro lado,

s Sis+t>0,entonces —t < syasil—t <1+s. Luego tenemos
que t > %, pues de lo contrario, si t < %, como —s < t entonces
s < % y asi

2
t—s< - <1.
°S3

lo cual contradice la hipotesis de que t — s > 1.
Asimismo s < 0, pues como t — s > 1 tenemos que t > 1+ sy
comoasuvezt<1 14+s<t<1yportantos <0.
Ademas, dado que 1 <t —sy % <t <1 tenemos que 1 + s <
t <t— s. Entonces 2s <t — 1. Por tanto,

t—s

—t<s< )
- - 2

Asi, con lo anterior y por (2.1) tenemos que
dg(B,C)=14+s=(1—-t)V(1+s).

Por tanto,
dg(B,C)=(1—1t)V (1+s).

Ahora con esto y por la Afirmaciéon 3.0.10 tenemos que
dy(B,C) <2 —(t—s) <2dy(B,C).

Luego por (3.6) tenemos que (3.3) se cumple, que es lo que queria-
mos probar primero.

Ya que tenemos eso, observemos que

1F(A) = F(O) = du(A, C).

En efecto, sea Ay con |Ag| = 1 de tal manera que A(A) = A(Ap). Entonces
C = Ay y A= Ay para algunas p; y po con gy < po. Entonces tenemos
que
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[f(A)=FON = [[f(n2do) — f(p1Ao)]]
= ||/~L2f(AO) - le(Ao)H

[ (112 — p1) f (Ao) |

= (2 — )| .f (Ao) |

y por la Afirmaciéon 3.0.7 tenemos que

1F(A) = SO = p2 —

Por otro lado, notese que dy (A, C) < po—
por Lema 2.1.1 tenemos que dy (A, C) > ps — pi1.
Por tanto

dH(Av C)=pg— 1 = Hf(A) - f(C)H

Luego, por la desigualdad del triangulo tenemos que
dy(A,B) < dy(A,C)+dg(C, B).
La igualdad (3.7) y (3.3) implican
1
di (A, C) < [f(A) = FO)l + 5 I1F(C) = F(B)].
Luego por la Afirmacion 3.0.8 tenemos que
3

d(A,C) < SIF(4) ~ F(B)]|

Por otro lado, tenemos que

1F(A) = FB) < 1F(A) = FO +11F(C) = F(B)II
Luego la igualdad (3.7) y (3.3) implican
1f(A) = f(B)|| < du(A, C) + 2ndy (B, C).

Y usando el Lema 2.1.10 tenemos que

1F(A) = F(B)|| < du(A, B) 4 4wdp (A, B) = (1 + 4m)du (A, B).

Por tanto, por las desigualdades (3.8) y (3.9)
2
34u(A, B) < |[f(A) = f(B)|| < (1 + 47)du (A, B).

I

pi.Ydadoque Aell,yCell,,

(3.7)

(3.8)

(3.9)
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Teorema 3.0.11. F3(R) es (3 + 47w) — bi — Lipschitz equivalente a R3.

Demostracion:
Definamos la funcion F : F3(R) — R? como

r—t 2m(s—r) r—t 2m(s—r) t+r

F((r,s,t)):( 5 08—, g sen— ——, 2) (3.10)

y mostraremos que F' es el encaje bi-Lipschitz que se requiere.

Claramente F' esta bien definida.

Notemos que los punto de la forma (r,r,7) con r € R, bajo la funcién seran
mandados a puntos de la forma (0,0, r), es decir,

F((r,r,r)) = (0,0,r).

Asi también, para los puntos (—r, s, r) € Iy tenemos que

F((-=r,s—1)) = (7" cosﬂ—s,rsenﬂ—s,0> .
r r

Es decir, tenemos que la restriccion de F' a Il es la funciéon f definida en el
Teorema 3.0.5 .
Ahora, sean A, B € F3(R) puntos arbitrarios.
Como ya dijimos en la Proposicion 1.2.3 las traslaciones son isometrias. Asi
que

dy(A+ A, AN+ B) =dy(A, B). (3.11)

Afirmacion 3.0.12. F(\+ Z) = F(Z) 4 (0,0, \) para todo Z = (r,s,t) €
F3(R).

En efecto,
FA+Z) =F(A+rA+s,A+1))

_ <()\+r)7()\+t) cog 2T(O+s)—(47)
2 Ot)—Otr)

Atr)—(A+1) 21(As)— (A1) A+t +(A+r)
2 S TOw-0an 0 2
— [ r=t 2m(s—r) r—t 27 (s—r) ttr
= (5 cos —— ,Tserlv,)\-|-T
— =t 2m(s—r) r—t 2w (s—r) t4r
—\ 2 cos t—r ' 2 sen Tty T) + (O, O, )\)

— F(Z)+ (0,0, )).

Como consecuencia de esta afirmacion tenemos que para todo A € R
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IFA+A) =FQA+B)[ = [|F(A)+(0,0,A) = (F(B)+(0,0,A))]|
= [|1F(A) = F(B)|.

Asi, por esto y (3.11) podemos asumir que B € Ilj.
Ahora, sea C'=T'(A) N1y, entonces tenemos que A,C' € T'(A) y B, C € Tl,.

Afirmacién 3.0.13. |F(A)— F(B)|? = |F(A)— F(C)|>+ | F(C)— F(B)|.

Ademaés tenemos que [|[F(A) — F(C)|| = du(A, C), dado que

|F(A)—F(C)] =|IF(A) — F(A+ )|, para algin A € R
=||F(A) — F(A) — (0,0, \)]|, por la Afirmacion 3.0.12
= 1/(0,0, V)]
= [l

=dg(A,C) por el Lema 2.1.1.

Como B,C € I, entonces F(B) = f(B) y F(C) = f(C) y por (3.1)

tenemos que
gdH(B,C’) < |F(B) = F(O)|| < (1 + 4m)du(B,C).  (3.12)
Por otro lado, el Lema 2.1.7 implica que
dy(B,C) < 2dy(A, B). (3.13)

Y el Lema 2.1.1 que
dy(A,C) <dy(A,B). (3.14)

Asi por la desigualdad del triangulo, la desigualdad (3.12) y Afirmacion 3.0.13
tenemos que

dy(A,B) <dy(A,C)+dy(C,B)
3
< [[F(4) = FO)[[ + 51F(C) = F(B)]
< 2||F(A) = F(B)||.
Y también por desigualdad del triangulo, (3.13) y (3.14) se tiene

I1F(A) = FB)| < |[F(A) = FO)+ |IF(C) — F(B)|
< dy(A,C) + (1 + 47)dy(C, B)
< (3 + 4m)dy (A, B).
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Por lo tanto

1

5dn(A, B) <|[F(A) = F(B)|| < (3 +4m)du(A, B).

Y por lo tanto F' es K-bi-Lipschitz con K > 3 + 4. Con lo cual comple-
tamos la demostracion. T
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Capitulo 4

Geometria de F},(R)

Para comenzar esta secciéon vamos a discutir sobre geodésicas e isometrias
en F,(R). Para eso vamos a dar las definiciones siguientes:

Definicion 4.0.14. Un arco abierto v es un encaje v : (s,t) — F,(R),
donde (s,t) es un intervalo abierto y v[(s,t)] C F,(R).

Vamos también a identificar a v como [(s,t)] C F,(R) .

Definiciéon 4.0.15. Un arco abierto v C F,,(R) es una geodésica si
para cada A,C, B € v ordenados.

Observemos que tanto los rayos, como las lineas verticales pueden ser
consideradas como un encaje isométrico de (0,4+o00) y R en F,(R), respec-
tivamente. Pues, si A es un rayo, entonces A = A(A) para alguna A, con
|A] = 1. Asi A = h((0,400)), donde h(u) = pA, entonces tenemos que
dig(h(p), h(p2)) = |1 — pe|. Similarmente, si I'(A) es una linea vertical,
tenemos I'(A) = g(R), donde g(A) = A+ Ay asi dy(g(A1), g(A2)) = | A1 — Aol
Con esto tenemos que tanto los rayos como las lineas verticales son geodési-
cas.

Nuestra prioridad es mostrar que

D(0) = {T5(0): A€ R} = {(\,...,\) : A € R},

tiene una propiedad que no comparte con otras lineas verticales. Esta pro-
piedad tiene una gran importancia para probar un teorema sobre isometrias,

23
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en F5(R) [[2] , Teorema 9, pagina 11].

Por simplicidad vamos a denotar a I'(O) por I'y.

Primero discutiremos un tipo de geodésica.

Sea A’ = (ay,as,...,a,) ¢ 'y algtin punto en F,(R) con a; + a, > 0.

Sean 73 = A(A) y v = {(u,u,...,u) : u <0}

Por lo anterior ya tenemos que tanto y; como 7, son geodésicas. Pero ahora,
més que eso, y; Uy, es una geodésica. La Figura 4.1 nos muestra como es la
union de estas geodésicas para el caso de F3(R).

z

A=

\

Figura 4.1: Geodésica en F3(R)

Veédmoslo en la siguiente Proposicion.

Proposicion 4.0.16. Dadas dos geodesicas v, y 72, definidas como antes,
se tiene que y1 Uy también es una geodésica.

Demostracion:
Dados dos puntos cualesquiera tenemos tres opciones:

1) Los dos puntos esten en 7, si es asi entonces no hay nada que probar ya
que 7y, es una geodésica.

2) Los dos puntos esten en 79, tenemos un caso anélogo a opcion 1.

3) Sean A € v, y B € 7y,. Para esto solo basta ver que
dy(A,B) =dy(A,0) +dy (O, B).
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Como A € 7, entonces A = pA’; con p > 0.
Y como B € 7y, entonces B = (u,u,...,u) con u < 0.
Como a; < as < --- < a,,y como u > 0, entonces

pay < prag < - < iy,

y asi
par —u < pag —u < -0 < ua, — U

Ademas como tenemos que a; < a, dado el orden en la n-tupla, y como
—a; < a, pues a; + a, > 0. Tenemos que

0 < ay,.
Como i > 0y u < 0, entonces
0 < pa, —u = |pa, — ul.
Por tanto

di(A, B) = méx,qeca dist(pa;, B) V méx,ep dist(u, A)
= MaX,q,ca |pa; — u| V| pa, — ul
= méxuaiGA |/L6L1 - Ul
= ua, — u.

Luego por otro lado
di (A, O) = max{|pa;| : a; € A’} = pay,.

Y

Por tanto
dy(A,B) =dy(A,0) 4+ dg(O, B).

f

Debido a la invarianza bajo traslaciones verticales T}, este tipo de geodé-
sicas se pueden construir empezando con un punto arbitrario C' € I'.
El siguiente lema nos muestra que todas las geodésicas que contienen un
punto de I'y son de este tipo.
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Lema 4.0.17. Sea v una geodésica y sea C el punto en v N Ty. Si hacemos
v = U{C}U~q. Entonces y1 C Ty 0y CTY.

Demostracion:
Obsérvese que el siguiente resultado que vamos a probar es mas general que
el Lema.
Sean A, B € F,(R). Si exite un singular C' € Iy tal que dy(A,B) =
du(A,C) 4+ dg(A, B). Entonces A € I'y 0 B € I.

No hay nada que probar si C' = A o C' = B. Supongamos que C' # Ay
C # B.

Aplicandole una traslacion vertical, si es necesario, asumamos que C' = O.
Sean A = (r,as,...,a,-1,t) y B = (u,bs,...,b,_1,w). Entonces

du(A,0) = |r|V[t]y du(B,0) = |u| V] w].

Usando una conjugacion, si es necesario, supongamos que || V| t| V| u| < w.
De aqui notemos que 0 < w.

Ahora procedamos por contradiccion. Supongamos que A ¢ I'g vy B ¢ 'y, o
equivalentemente, que r # t y u # w.

Caso 1 |r| < |t|
Como r < t dado el orden de la n-tupla y como dijimos que r # t
tenemos que
r <t.

Luego t > 0 pues si t < 0 entonces r < 0 y tendriamos que |t| < |r|,
lo cual no puede ser.

Asi

Por otro lado notemos lo siguente
» dist(w, A) < w+t pues

fw—r| < Jul + Irl < wt ] = wtt.

Como paratodoi =2,...,n—1,7 < a; <ty |r| < |t tenemos
que |a;| < t. Asi para todoi=2,...,n—1

lw —a;| < |w|+ |a;| <| w|+ [t] =w +t.
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Por tanto

dist(w, A) = min{|w — r|, |w — a;|,|w—t| :1=2,...,n— 1}
<w+t.

w dist(u, A) < w +t pues
lu—r| <|ul+|r| <w+|rl <w+t.
Para todo i = 2,...,n — 1 se tiene que |u — a;| <| w|+ |a;| <
w +t. Ademas
lu—t| <|u|+|t| <w+t.

Por tanto

dist(u, A) = min{|u — r|,|u —a;|,[u —t| :i=2,...,n — 1}
<w+t.
Anéalogamente tenemos que
» dist(b;, A) <w+tparatodoi=2,...,n—1,
w dist(r,B) < w+1t,
» dist(a;, B) < w+t para todoi=2,...,n—1,
« dist(t,B) < w +t.

Con todo esto, tenemos que

dy(A, B) = dist(r, B) V dist(a;, B) V dist(t, B)V
dist(u, A) V dist(b;, A) V dist(w, A)
<w-—r.

Y asi,

Lo que contradice la hipotesis.

Caso 2 |r| > |t].
Dado que r < t, tenemos que r < 0. Entonces

dH(A,O) + dH(O, B) =w —"r.

Notemos que analogamente al caso anterior tenemos que
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dist(u, A) < w —r,

dist(b;, A) <w —r paratodoi=2,...,n—1,

dist(w, A) <w —r,

(
(
(
dist(r,B) < w —r,
dist(a;, B) <w —r paratodoi=2,...,n—1,
(

» dist(t,B) < w —r.

Por tanto
dy(A,B) <w —r.

Y asi,
dH(A, B) <w—r= dH(A,O) + dH(O,B)

Lo cual es una contradiccion.

Por tanto A € I'y o B € I'y. Y asi se concluye la prueba del lema.

El Lema 4.0.17 nos dice que cada geodésica que contenga un singular,
comparte un arco comun con ['y. En particular, dado un singular C' y tres
geodésicas 1,792,773 que contengan a C', tenemos que al menos una de las
intersecciones: v Ny Ny, y1 N3N 0 72 Ny3N Ty contiene un arco abierto.
En contraste, el siguiente lema nos muestra que cada k-tupla con & > 1 esta
contenida en al menos k + 2 geodésicas que tengan solamente este punto en
comun.

Lema 4.0.18. Dada k > 2, para cada k-tupla A = (a1, as,...,a;r) € F,(R)
existen k + 2 geodésicas v1,Va, - .-, Vk+1, Yoo tales que v, Ny = {A} para
cada m # [.

Demostracion:
Sea .
€= Z[(ag —ai)A(ag—ag) A+ A (ag — ag_1)]
Entonces para cada m = 1,2,..., k definimos v, : (—¢,€) — F,,(R) por

Ym(x) = (a1, G2, ..., 1, Gy + T, A1, - - -, ).
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Y también, definimos vx11(A) = T'(A) y Y2(A) = A(A), las cuales ya
sabemos que son geodésicas.

Veamos que en efecto 71, ...,7 son geodésicas.

Sean A = (ay,...,a;) € F,(R), m € {1,...,k}, B, C, D € ~,, puntos
ordenados, entonces

B=~(x1) = (a1, Qm_1,Qm + T1,...,a5),
C=5(w2) = (ar,...,am-1, G + T2, ..., 1),
D =~(x3) = (a1, ..., Gm-1,Qpm + T3, ..., a8),

con 1, xs,x3 € (—¢,€) tales que x; < 9 < x3, pues tenemos que B, C'y D
estan ordenados.
Por definicién tenemos que
dy(B, D) = dist(a;, D)V dist(ay, + x1, D) V dist(a;, B) V dist(a,, + x3, B)
cont=1,....m—1m+1,... k.
Como a; € BN D, entonces dist(a;, D) = 0 = dist(a;, B), asi
dy(B,D) =0V dist(ay, +x1,D) V0V dist(a,, + x3, B)
= dist(am, + x1, D) V dist(a,, + x3, B)
= min{|a,, + ¥4 — dy, : d, € D} V min{a,, + x3 — by, : by, € B}
=min{a, + 1 — a1, ..., 0y + 1 — A1, Gy + T3 — (A + 21),
i1 — (@ + 1), ...y ag — (@ + 1)} V min{a,, + 3 — a1,
ey O+ Ty — A1, Gy, + T3 — (@ + T1), A1 — (@ + T3),
o, aE — (am+x3)}
= (iL"g — [L’l) V (iL'3 — [L'l)
= X3 — T1.
Anélogamente tenemos que dy(B,C) = x93 — 21y dg(C, D) = x3 — z5. Por
tanto
dy(B,D) =dy(B,C) +dy(C, D).

Y asi v1, %2, -+ oy Yy Vet Vrao SON las geodésicas requeridas. T
Como caso particular para n = 3 tenemos que las geodésicas requeridas

para A = (r,s,t) € F3(R) son las siguientes cinco:
Sea e = 1[(s — ) A (t — s)],
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Como vimos al principio, las transformaciones Ty y R son isometrias de
F,(R). Estas isometrias son inducidas de las isometrias de R. El siguiente
teorema nos muestra que todas las isometrias en F3(R) son inducidas por
isometrias en R. Pero antes una observacion.

Observacion 4.0.19. Sean F : F,(R) — F,(R) un isometria y v una
geodésica en F,(R), entonces F(vy) también es una geodésica.

Teorema 4.0.20. Por cada isometria F : F3(R) — F3(R), existe una
isometria f : R — R tal que F(A) = (f(r), f(s), f(t)) para cada A =
(r,s,t).

Demostraciéon:
Por Lema 4.0.17 y Lema 4.0.18 tenemos que

F(Ty) =T

Supongamos que F'(O) = O, si no es asi aplicamos una traslacion.
Como F' es una isometria entonces tenemos que para cada C' € I'y,

Cl = du(0,C) = du(F(0), F(C)) = du(0, F(C)) = |[F(C)],

entonces

Usando la reflexion Ry si es necesario, supongamos que F'(C') = C para todo
C el
Vamos a mostrar que F' es la funcion identidad.

Sea A = (r,s,t) con r < t, o sea que card(A) = 2 o card(A) = 3, y sea
F(A) = (r,¢,1).

Elijamos A1, A2 € R de tal manera que
A <rATr y Ao >tV T

Hagamos C; = (A1, A\, A1) ¥ Co = (A2, A2, A2). Entonces como A\; < ry
r < s <t tenemos que

dH(A,Cl) = ‘)\1 —7" \/| )\1 —Sl \/’ )\1 —t‘ :t—)\l
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Anélogamente,
dg(F(A), F(Cy)) = |\ =7 |V A\ = | V[ =t =t — A\
Y dado que F' es una isometria y F'(Cy) = C} se tiene que
t—X =dy(C1,A) =dy(Cy, F(A)) =t — A\,

es decir, t' = t.
Similarmente tenemos que

)\2 —Tr = dH(CQ,A) = dH(CQ, F(A)) = )\2 - 7’/,
es decir, ' =r.

Entonces, hasta el momento tenemos que dado A = (7, s,t) con r < t, la
imagen de A bajo F es, F(A) = (r,s',1).
Por tanto, tenemos que F' preserva cada conjunto II,, asi como también los
subconjuntos C(p) = {A € 11, : |A| = p} de II, para cada p > 0.

Afirmacién 4.0.21. Dado B = (r,s,t) € F3(R) con card(B) = 3, tenemos
que la geodésica vo(B) = {(r, s+x,t) : x € (—e€,€)} cone = [(s—r)A(t—s)]/4,
contiene a B y se queda contenida en I, 142 NC(|B]).

Pues por una parte claramente B € v,, y también se da que o C I ;442N
C(|B]) ya que dado 8 € v (B), 8 = (r,s + a,t) para alguna a € (—¢, ).
Como

r+t t-—r
r= - ,
2 2
_r+t+t—r
2 2
Ademas,
rtt rtt
s+a= +ycony=s+a— .
2 2
s—r t—s 3
Dado que a € (—¢, €), tenemos que — <a< , asi

s—r r+t t—s r+t
— — <y < —
s+( 1 ) ( 5 )_y_s—l— 1 5
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t t
s—(s—r)—(r_; )Sygs—i-(t—s)—r;— :

t—r t—r
< .

2 — 77 2
r+t r+t r+t

Es decir, § = 5 — k, 5 +, 5

—k<y<k. Asi € H(r+t)/2~
Y por tltimo notemos que || = |r|A|t| = | B|, entonces 3 € H44),2NC(|B]).
Por tanto v, C (142 N C(|B)).

l\j|

—i—k) con k = 5 € [0,00) y

Afirmacién 4.0.22. No hay geodésicas que contengan al punto A = {r,t} y
esten contenidas en .42 NC(|A]).

Pues si v es un arco tal que A € v C Ilose NC(]A]), entonces existe ¢ > 0
lo suficientemente pequeno tal que los puntos

Al ( - §7t>7
Ay = (T t_gvt)v
AS ( T, +%7t)7

esten contenidos en v y satifagan que

dH(Al, AQ) = diSt(T‘, Ag) V d@St(t - %, Ag) V dZSt(t, AZ) V diSt(’I", Al)\/
dist(t — 5, A1) V dist(t, Ay)

=0Vdist(t —5,A2) VOV OVdist(t — 5, A1) VO
= dZSt(t — %, Ag) V dZSt(t — %, Al)
=t—5—t+ | A[t—5—7
=153
=%

du(Ag, Ag) = dist(t — 5, As) V dist(r + ¢, Ap)
:(|t—-—t|A|t—-—(r+s)|)
(]r—l—e—r\/\\r%—e—(t——)\)
=lt—¢—(r+e)Vv(eVve)
=g,

dp(Ay, As) = dist(t — 5, Ag) V dist(r + €, Az)
=(t—s—tAlt=S—(r+e))V(r+e—(t—5|Ne)
=[t—S—(r+e)|Vv(eVve)

=¢&.
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Asi tenemos que
dp(Aq, Ag) # dy (A, As) + dy(Ag, As).

Por tanto 7 no es una geodésica.

Ahora veamos que todos los puntos A € F5(R) con card(A) = 2 son fijados
por F. En efecto pues si A = {r,t} va bajo F' a un punto de tres elementos
entonces por la Afirmacion 4.0.21 hay una geodésica que contiene a F'(A).
Y por otro lado, tenemos que F' preserva tanto a Il 4/ como a C(|A|) y
ademas por la Observacion 4.0.19 F' manda geodésicas en geodésicas, esto
contradice la Afirmaciéon 4.0.22.

Finalmente nos queda mostrar que todos los puntos A € F3(R) con
card(A) = 3 son fijados por F.

Sea A = (r,s,t). Entonces tenemos que F(A) = (r,s',t) para alguna
s' € [rt].
Por el momento vamos a denotar al punto (r,r,t) = (r,t,t) = {r,t}.
Notemos que F'({r,t}) = {r,t} y ademas que
dg({r,t}, (r,s,t)) = dist(r, (r,s,t)) V dist(t, (r,s,t)) V dist(r,{r,t})V
dist(s,{r,t}) Vv dist(t,{r,t})
=0VOVO0Vdist(s,{r,t})vOVO0
= dist(s,{r,t})
=(s—r)A(t—s).
Como dy({r,t}, (r,s,t)) =dg(F({r,t}, F((r,s,t))) = dg({r,t}, (r,s,1)).
Tenemos que
(s—=r)AN({t—s5)=(s—r)A(t—45).
Para saber la forma de s’ tenemos varios casos:
» Sis—r<t—sentonces s —r= (s —r)A({t—5).

e Sis'—r <t-—s,entonces s —r =5 —r.Y tenemos que s = s'.

e Sit—s<s —r, entoncess—r=t—5.Asi s’ =t+r—s.
m Sit—s<s—r,entoncest —s= (s —r)A(t—5).

e Sis'—r<t—s, entoncest—s=s5 —r.Yasis =t+r—s.

e Sit—s' <s —r, entoncest —s =t — 5. Por tanto s’ = s.
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Asi
s=s o §=r+t—s. (4.1)

Dado que la isometria F' deja el conjunto Ili4/2 N C(JA|) invariante, en
particular tenemos que

F((r,(r+1t)/2,t)) = (r,(r +t)/2,t).

Debido a la continuidad de F' es suficiente mostrar que F'((r,3,t)) = (r, §,t)
para alguna § € (r,t) y § # (r +1)/2.

ot + 3
Sea Ay = {r,§,t} con § = + s
s 5r + 3t
r
Hagamos Ay = {r,§',t} donde § =r +t+ —§ = I

Entonces por (4.1) tenemos que

Or +7t r+ 7t
L B = )
uego, sea (r, TR )

Como

O9r+7t 1 r—+ Tt
= — T+ s
16 2 8

tenemos que

F(B) = B.

Luego, tenemos que

t t t—
dn(B. Ay) — dist (9r+7r, 1) _St+3r 947 :3( r).

16 8 16 16

Pues
T<9r—|—7t<5t+3r<r—|—7t<t‘
- 16 — 8 - 8 =

Asi,
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dy(B, Ay) = dist (3422 B) V dist(t, B) V dist (Z5E Ay) Vv dist(“£, Ay)

16 7

[(r+7t) (5t 3r 9r14é7t)] v [t— %n] v

(9r+7t ) (5t—&8-37’ _ 9r1_—i(-37t)] v

[ _ r+7t (T + 7t _ 5t+37’):|
8 8

= 13—6(25 —r).

Anélogamente tenemos que

t t t—
dy (B, As) = dist (T” ,A2) _po ATt _tor

8 8
Asi tenemos que

dy(B,Ay) # du(B, A,).

Dado que F' es una isometria y F(B) = B tenemos que

du(F(B), F(A1)) = du(B, A1) # du(B, A).
Es decir, que
du(B, F(A1)) # du(B, As).

Asi

F(Ay) # A,.
Por tanto

F(A) = A4
como se queria probar.
Notese que este proceso lo podemos hacer para un conjunto denso en el in-
tervalo (r,t) y por continuidad, F' es la identidad en todo el intervalo (r,t).
Por tanto tenemos que F' deja fijos a los elementos de F5(R) de cardinalidad
uno, dos y tres. Por tanto F' es la funcién identidad salvo reflexiones.
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Capitulo 5

Encajes de F,(R) en espacios
Euclidianos

La pregunta que motiva este trabajo es,
Pregunta 1. jPara n > 4, F,(R) es homemorfo a algin subconjunto de
R™+1?,
A continuacién se presentan algunos resultados para la solucion a esta pre-
gunta, ultilizando encajes bi-Lipschitz.
S denotaré la circunferencia unitaria en el plano complejo, mientras que S™
es la esfera de dimension n en R"™ y F,(S) el n-ésimo producto simétrico

de S.

Teorema 5.0.23. Sean > 4 y m > n. Supongamos que hay un encaje bi-
Lipschitz de F,_1(S) en S™ ! en R™. Entonces existe un encaje bi-Lipschitz
de F,,(R) en R™TL,

Demostracion:
La demostracion de este teorema estard dividida en tres partes, la primera
comienza con la siguiente afirmacion

Afirmaciéon 5.0.24. El conjunto S = {(—1,as,a3,...,a,-1,1) € F,(R) :
—1<ay <az < -+ <a,1 <1} puede ser encajado en F,_1(S) por una
funcion bi-Lipschitz.

Para probar esta afirmacion definamos la funcion h : S — F,,_1(S) por

h((—1,a9,as,...,a,-1,1)) = {-1, elma2 eimas ,eim"‘l}.

67
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Sean A, B € § puntos arbitrarios distintos. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que

dy(A, B) = dist(s, B) = |s — t| para algin s € A y algun t € B.

Notemos que s € {—1,1}, pues si s = —1 0 s = 1, entonces dist(—1, B) =0
o dist(1, B) = 0, lo cual no puede ser pues A # B.

Entonces dist(e™™, h(B)) = |e™™ — e'™|.

. . . -t
Notemos que dg(e'™, h(B)) = |'™ — ™| = 2sen mls =1

, pues

s _emt| = |(cos ms+isen7s)—(cos wt+isen mt)]

(cos s —cosmt) +i(sen s — senmt)|.

e

Luego, por las identidades trigonométricas:

(%)= (%)
Senx—seny:2cos T sen B s

Ty sen Ty
2 3 ’
tenemos que

|€i71's_€i71't| — |—2sen <7r(s+t)> sen (W(S*t)) + 9 cos <7r(s+t)> sen (ﬂ(g‘:‘*t)) ’

COST — cosy = —2sen

N

2

o w(s—t) . w(s+t) w(s+t)
= |2sen <—2 > [zcos( 5 ) — sen (—2 )”
= |2sen (—W(Sz_t)> ‘

w|s—t|
2 )

= 2sen pues |s —t| < 2.

Luego por la desigualdad (3.4) tenemos que

. . ¢
™ — ™| = 2sen 7T|32 | > 2|s —t].

Dado que dy(h(A), h(B)) > dist(e"™, h(B)) y du(A, B) = |s—t|, se concluye
que

A (h(A), h(B)) > 2du(A, B).

Por otro lado, tenemos que
di(h(A),h(B)) = dist(e"™, h(B)) para algin p € A o dg(h(A),h(B)) =
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dist(e'™, h(A)) para algin ¢ € B. Sin pérdida de generalidad suponga-
mos que dg(h(A),h(B)) = dist(e"™, h(A)) para algin ¢ € B. Entonces
dg(h(A),h(B)) = |e™ — e'™| para algtin u € A.
Notemos que ¢ € {—1,1}. En particular tenemos que dist(q, A) = |q¢ — u.
Asi,
dy(h(A), h(B)) = |e'™ ) e“‘ml
q—u

= QSGHT

< m|q — ul, por la desigualdad (3.4)
= wdist(q, A)
S 7TdH<A, B)

Por lo tanto
2dy (A, B) < dy(h(A),h(B)) < mdy(A, B).

Y con esto concluimos la Afirmacién.

Ahora supongamos que existe un encaje bi-Lipschitz de F,,_{(S) en S™!.
Usando la funcién h, podemos ver que exite un encaje bi-Lipschitz de S en
S™=1 llamemosle a este encaje f.

Ahora, definamos la funcién g : I — R™, por

g(4) = |A|f (@A) SiA£O0y
9(0) = (0,0, 0).

Notemos que si A € S, g(A) = f(A), pues dado A € S, tenemos que |A| =1,
y asi

o) = 1alf (4) = 7 (74) = ()

Ahora, supongamos que f es L-bi-Lipschitz, es decir, que

%dH(A, B) < |f(A) — f(B)|| < Ldu(A, B) para todo A, B € S.

Afirmacién 5.0.25. g es (2L + 1)-bi-Lipschitz.

Para la pueba de esta afirmacion, primero notemos que para cualesquiera
X, Y €1l
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1

X)= |uX|f [ ——uX
9(pX)= |pX|f )

— ulX|f [ ——uX

pl X1f JX‘M

= ulX|f [ —X

pl X|f X )

= pg(X).
Asi,

lg(nX) — g(uY)|| = pllg(X) — g(Y)]. (5.1)

Ademas

lg(pX) = g(X)I| = du(nX, X), (5:2)
pues como f : S — S™ ! entonces | f (%X) | = 1. Asi

lg(uX)=g(X)[| = [lng(X) — g(X)]]
= | = 1llg(X)]
= [ = X[f (X))
= = UIXIf (x5
= |p — 1| X]
Sean A, B € II, puntos arbitrarios. Sin pérdida de generalidad supogamos

que |B| <| Al y sea C = ||A||A Entonces A,C € A(A) y B,C € Sp. (El

conjunto S,, donde p > 0, se defini6 al final del Capitulo 1).
En particular, por la igualdad (5.2) tenemos que

l9(A) = g(O)|| = du(A, ). (5.3)
También tenemos que

lo(B)-9C)l =181 (8) - el ()1

(|C|
—Bf( ) Bf( ),yaqueB:C’
H|||B| |||(J| | |B| = |C]
dado que B,C € §ip

—|B|[|If(B) - f(C)], con B = L o

—By(C=—
|C|

IBI
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Luego, dado que f es L-bi-Lipschitz, tenemos que

\B!%dﬂ(éyé) <IBIf(B) = f(O)] < |B|Ldu(B,C),

1 1 1 3 > . :
81 i (1375 1€) < 1BWIB) = 1€ < Blban (1575 50

1 1 1 3 > | 1

Luego por la igualdad (5.1) tenemos que

11

- ~ 1
L5 (B.C) < IBILFB) — [(O)] < 1BIL g (B,C).

| Bl
| B

Por tanto,
1
7au(B,C) < |lg(B) = g(C)|| < Ldu(B, C).

Asi,

< [lg(A)—g(O)I+Llg(B)—g(C)]|
< (L+1D)llg(A) —g(B)]|.

Entonces tenemos que

1
2L +1

du(A, B) < |lg(A) — g(B)]|.
Por otro lado

lg(A) = g(B)|| < llg(A) = g(O) + llg(B) — g(C)].
Como [[g(B) = g(O)|| < Ldu(B,C)

l9(A) = g(B)I| < llg(A) = 9(O)[| + Ldu (B, C).
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Dado que [[g(A) — g(C)|| = du (A, C) por (5.3)
l9(A) = g(B)|| < du(A,C) + Ldu(B,C).
Por Lema 2.1.10 tenemos que dy (B, C) < 2dy (A, B), as
l9(A) = g(B)|| < du(A,C) +2Ldu(A, B).
Por Lema 2.1.9 dy (A, C) < dy(A, B), asi
19(A) — g(B)|| < du(A, B) +2Ldp (A, B) = (2L + 1)dn (A, B).

Por lo tanto

1
2L+1

du(A, B) < |lg(A) —g(B)|| < (2L + 1)du(A, B).

Es decir, g es (2L + 1)-bi-Lipschitz. Con lo cual terminamos la prueba de la
afirmacion y la segunda parte.

Ahora damos inicio a la tercera y la tltima parte, para esto definamos
F: F,(R) — R™! por

F((z1,29,...,2,)) = (9((x1 — t, 20 — t,..., 2, — 1)), 1), donde ¢ = %ﬂ.

Notemos que para X € II, ¢t = 0, se tiene que F(X) = (¢9(X),0).

Afirmacion 5.0.26. F' es bi-Lipschitz.

Para la prueba de esta afirmaciéon notemos que para todo
Z = (z1,22,...,2n) € F,(R) y A € R.

FMZ) =F(A 421, A+ 22,..., A+ 2,))
=(g((A+2z1—e, A+ 22 —e,..., A+ 2, —e€1)),q) con
€:>\+z1+/\+22
((()\‘l‘Zl —62,)\+ZQ—)\—62,...,>\+Zn—)\—62)),
A+ e3) con ey = A2
=(g((z1 —e3,20—€3,...,2, —t)),e3) +(0,...,0,\)

con 63 Z1TZn +Z'n

F(Z) +(0,-..,0,).
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Asi,
|F(A+A)—F(A+B)|| =[(0,...,0,A\)+ F(A) —(0,...,0,\) — F(B)||
= [|1F(A) = F(B)],
y como dg(A+ A, XA+ B) = dy(A, B), podemos suponer que B € II.
Sea C' € I'(A) N1II. Entonces tenemos que A,C € I'(A) y B,C € II.
Notemos que [[F'(A) — F(B)||* = | F(A) = F(C)|* + | F(C) - F(B)]*.
Por un lado tenemos que,

|F(A)—-F(C)|| =|F(A)—F(A+)\)|, paraalgin A € R
= ||F(A) — (0,...,0,\) — F(A)||
=(0,...,0,\)]
= [Al

Por otro lado, el Lema 2.1.1 implica que dy (A, C) = dist(A, A+ ) = ||
Asi

I1F(A) = F(O)]| = du(A, C). (5.4)

Luego, como B, C € II, tenemos que F(B) = (¢(B),0) y F(C) = (¢9(C),0),
entonces

|1F(B) = F(O)|| = [lg(B) = g(C)].
Como g es (2L + 1)-bi-Lipschitz, tenemos que

1
2L +1

du(B.C) < |F(B) - F(O)|| < 2L+ 1)du(B,C).  (5.5)
Por el Lema 2.1.1 tenemos que

Por el Lema 2.1.7
dy(B,C) < 2dg(A,C). (5.7)

Con todo lo anterior tenemos que

dy(A, B)< dg(A,C) +dy(C, B)
<||F(A) — F(C)|| +du(C, B)
< |[|F(A) = F(B)|| + (2L + D[|F(C) — F(B)]|
< |[[F(A) = F(B)[| + (2L + 1)|[F(A) = F(B)]|
= (2L +2)[[F(A) = F(B)]
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Por tanto,

1
4L + 3

dy(A, B) <

< 57 5n (A B) < [F(4) ~ F(B)||

Mientras que por otro lado usando (5.4),(5.5),(5.6) y (5.7), tenemos que
[E(A)=FB) < |FA) = FO)| +[F(C) = F(B)]|

<dy(A,C)+ (2L + 1)dy(B,C)

<du(A,B)+ (2L + 1)2dg (A, B)

— (4L + 3)dy (A, B).

Y por tanto tenemos que

1
A B)<|F(A) — F(B)| < (4L A, B).
7 —50n(AB) < | F(4) = F(B)| £ (4L +3)du(4, B)
Es decir, F' es (4L + 3)-bi-Lipschitz, con lo que ya probamos que existe un
encaje bi-Lipschitz de F,,(R) en R™!. T

Corolario 5.0.27. Si hay un encaje bi-Lipschitz de 11 en R™ para alguna
m, entonces hay un encaje bi-Lipschitz de F,(R) en R™T!,

Desmostracion:
Sea g el encaje que exite de IT en R™. Definiendo F : F,,(R) — R™! como en
la demostracion del Teorema 5.0.23 tenemos el encaje bi-Lipschitz deseado.

f

Notemos que si la funcién f en la demostracion del Teorema 5.0.23 es un
homeomorfismo, entonces también lo son g y F. Y asi si existe un encaje
topologico de F,_1(S) en S™!, entonces también existe un encaje topologico
de F,(R) en R™™. Y como F5(S) es homeomorfo a S* en R* ([6]), concluimos
que hay un encaje topolégico de Fy(R) en R®.

En particular, el espacio Fy([), donde I = [0, 1], puede ser topologicamen-
te encajado en R%, dando una respuesta positiva a la pregunta que hicierén
Borsuk y Ulam en [4] (Pregunta 1, pagina II de este trabajo).

Que Fy(T) pueda ser encajado topolégicamente en R® se sigue también
de los trabajos de R. M. Schori [9] y R. N. Andersen, M. M. Marjanovic
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y de R. M. Schori [1]. Para ser mas especificos veamoslo con las siguientes
observaciones, que hizo Alejandro Illanes. El espacio Fy(I) es homeomorfo al
cono(I}) x T donde T}, = {A € Fy(I) : 0,1 € A} (Teorema 6 y Teorema 4 en
[9]). Luego en [1] se mostro que I} es el "Sombrero de Burro". Y este altimo
puede ser construido en R3, asf tenemos que el cono(I}) puede ser encajado
en R%. Por lo tanto cono(I}) x I y por consiguiente F4(I) puede ser encajado
en RS,
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