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Introducción
La topología es una de las ramas más jóvenes de las matemáticas, dedi-

cada, dicho de una manera informal, al estudio de aquellas propiedades de
las figuras que permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas,
dilatadas, contraídas o deformadas, de modo que no aparezcan nuevos pun-
tos, o se hagan coincidir puntos diferentes.

Dentro de la topología existe una línea de investigación dedicada a Teoría
de los Hiperespacios, que tuvo sus inicios con los trabajos de F. Hausdorff
y L. Vietoris y apareció en la década comprendida entre 1910 y 1920 apro-
ximadamente. Cabe mencionar que en México se ha estado trabajando en
esta área en los últimos 30 años y de manera particular en la Facultad de
Ciencias de la Universidad Autónoma del Estado de México en los últimos
20 años. Dentro de la Teoría de los Hiperespacios existen los llamados pro-
ductos simétricos los cuales fueron introducidos en 1931 por los reconocidos
matemáticos K. Borsuk y S. Ulam y desde entonces han sido estudiados des-
de diversas ópticas, por ejemplo se han estudiado propiedades topológicas
como la conexidad local, arco-conexidad, aposindésis, propiedad del punto
fijo, homogeneidad entre otras.

Dado un número natural n definamos el n-ésimo producto simétrico de un
espacio topológico, Fn(X), como el conjunto formado por todos los subcon-
juntos no vacíos de X con cardinalidad menor o igual que n, a este conjunto
lo dotamos con la métrica de Hausdorff. Como ya mencionamos la noción de
productos simétricos fue introducida por K. Borsuk y S. Ulam en 1931 en [4]
y desde entonces ha sido estudiado por muchos autores principalmente en to-
pología véase por ejemplo [1], [5], [6], [7] y [9]. Otro hiperespacio que ha sido
ampliamente estudiado y tiene múltiples aplicaciones en análisis es el hiper-
espacio de los subconjuntos cerrados y no vacíos de un espacio X, denotado
por 2X . Al parecer la geometría de los productos simétricos no ha sido tan
estudiada aunque parece más simple que la de 2X . Más sin embargo, es de
suma importancia debido a que, por ejemplo, los productos simétricos Fn(X)
constituyen una sucesión creciente de subconjuntos de 2X , de tal manera que
la unión de esta sucesión es densa en 2X por lo que estudiar los productos
simétricos ayuda a entender a 2X . En [4] Borsuk y Ulam probaron que para
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n = 1, 2 y 3, Fn([0, 1]) es homeomorfo a [0, 1]n y que para n ≥ 4, Fn([0, 1])
no es homeomorfo a ningún subconjunto de Rn, y hacen la pregunta natural:
Pregunta 1. ¿Para n ≥ 4, Fn(R) es homemorfo a algún subconjunto de
Rn+1?

En el presente proyecto abordaremos los productos simétricos de la Recta
Real donde analizaremos aspectos geométricos de este espacio, en particular
estudiaremos las geodésicas, isometrías y sus encajes en espacios euclidianos.
Para lo cual nos basaremos en las referencias [3] y [2].

En el primer capítulo se asentarán las bases de este trabajo, se definirá
el n-ésimo producto simétrico de un espacio topológico X, Fn(X), se da-
rá una representación interesante para el caso de F3(R). Veremos la forma
de medir distancias entre elementos de F3(R) con la métrica de Hausdorff y
se definirán algunas operaciones y transformaciones inducidas de R en F3(R).

Daremos nombre a algunos conjuntos como lo son: rayos, líneas verticales
y planos horizontales, los cuales nos darán una idea geométrica de como es
la distancia entre puntos de Fn(R) con la métrica de Hausdorff mediante el
uso de algunos lemas como se muestra en el segundo capítulo.

En el tercer capítulo definiremos lo que es un encaje bi-Lipschitz, y ve-
remos como los planos horizontales de F3(R) se pueden encajar en R2 y
concluiremos este capítulo con el primer resultado importante de este traba-
jo, que nos dice que el espacio F3(R) se puede encajar en R3 mediante un
encaje bi-Lipschitz.

Otro resultado importante es el que nos dice que todas las isometrías en
F3(R) son inducidas de isometrías en R, el cual se demuestra en el capítulo
cuarto.

Y finalmente, en el último capítulo tenemos un resultado, en el cual se
muestra bajo que condiciones se puede encajar Fn(R) en Rm, para m ≥ n ≥ 4,
dando así respuesta a la Pregunta 1.
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Capítulo 1

Preliminares

Un hiperespacio de un espacio métrico X, es una colección de subcon-
juntos de X que satisfacen ciertas condiciones específicas. Los hiperespacios
tuvieron sus inicios aproximadamente en 1900, con los trabajos de F. Haus-
dorff [8] y L. Viertoris [10]. Los primeros hiperespacios de un espacio métrico
X que se considerarón fuerón el hiperespacio que consiste de todos los sub-
conjuntos cerrados no vacíos de X, denotado por 2X , y el hiperespacio que
consiste de todos los subconjuntos compactos y conexos de X, denotado por
C(X). Mas adelante en 1931, dado un espacio topológico X y n ∈ N, K. Bor-
suk y S. Ulam introducen el hiperespacio Fn(X), al que llamarón el n-ésimo
producto simétrico de X, y lo definen como Fn(X) = {A ⊂ X : A tiene a lo
más n puntos}.

1.1. Representación de Fn(R)
Vamos a considerar Fn(R) = {A ⊂ R : 1 ≤ |A| ≤ n}. Comenzaremos

discutiendo en esta sección propiedades básicas de Fn(R). La distancia Eu-
clidiana en Rn será denotada como | −| .

Notemos que los elementos de Fn(R) son conjuntos, es decir, dado A ∈
Fn(R), A = {a1, a2, . . . , an}. En este trabajo a cada conjunto A = {a1, a2, . . . ,
an} ∈ Fn(R) lo vamos a representar con la n-tupla ordenada (a1, a2, . . . , an),
donde ∞ < a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an < ∞, y abusando de la notación diremos que
ak ∈ A para k = 1, 2, . . . , n.
Así por ejemplo, A = {a, b} ∈ F4(R), se puede expresar como (a, a, b, b),
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4 Preliminares

(a, a, a, b) y (a, b, b, b).
Si A ∈ F3(R) entonces solamente se puede expresar de dos maneras (a, a, b)
y (a, b, b).
En general hay

(
n−1
k−1

)
= (n−1)!

(n−k)!(k−1)! maneras diferentes de expresar cada punto
de cardinalidad k ≤ n como una n-tupla.
Veamos una representación geométrica en el caso n = 3.
A F3(R) le vamos a asociar el conjunto

{(r, s, t) : r ≤ s ≤ t}.

Así que vayamos viendo como es; primero ubiquemos el conjunto {(x, y, z) :
x ≤ y}. Véase Figura 1.1.

Figura 1.1: Puntos en R3 con la primera coordenada menor o igual que la
segunda.

Luego el conjunto {(x, y, z) : y ≤ z} que podemos ver en la Figura 1.2,
en color rojo:
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Figura 1.2: Puntos de R3 con la segunda coordenada menor o igual que la
tercera.

Así, si nos fijamos en la intersección tendriamos el conjunto que queremos,
el conjunto {(x, y, z) : x ≤ y ≤ z}. Como se muestra en la Figura 1.3.

Figura 1.3: Casi modelo para F3(R)
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Que es el conjunto que le estaremos asociando a F3(R).
Sin embargo, hay que tener en cuenta que hay caras que se “identifican”;
pues a los elementos de F3(R) de cardinalidad 2, se les puede asociar el
punto (x, x, y) y también (x, y, y).
Así tendriamos que las caras de color rosa y azul de la Figura 1.4 son las
que se “identifican”, mientras que en la línea punteada azul se encuentran los
elementos de la forma (x, x, x).

Figura 1.4: Modelo para F3(R), con caras que se “identifican”

1.2. Propiedades básicas de Fn(R)
Ahora vamos a discutir algunas propiedades basicas de Fn(R), para n ≥ 3.

Para p, q ∈ R denotaremos p ∧ q = mı́n{p, q} y a p ∨ q = máx{p, q}. En
general si p1, p2, . . . , pn son numeros reales se define p1 ∧ p2 ∧ · · · ∧ pk =
mı́n{p1, p2, . . . , pk} y p1∨p2∨ · · ·∨pk = máx{p1, p2, . . . , pk} . A continuación
algunas proposiciones.

Proposición 1.2.1. p ∨ (q ∧ p) = p

Demostración:
Consideremos dos casos:
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I) Si p ≤ q, entonces (q ∧ p) = p y así

p ∨ (q ∧ p) = p ∨ p = p.

II) Si q ≤ p, entonces (q ∧ p) = q y (p ∨ q) = p, y así

p ∨ (q ∧ p) = p ∨ q = p.

Por tanto, en ambos casos tenemos que

p ∨ (q ∧ p) = p.

†

Proposición 1.2.2. (p ∧ q) ∨ (q ∧ r) = q ∧ (p ∨ r) pora toda p, q, r ∈ R

Demostración:
Consideremos los siguientes cuatro casos:
I) Si q ≤ p y q ≤ r, entonces

(p∧q)∨(q∧r) = q ∨ q
= q
= q ∧ (p ∨ r).

II) Si p ≤ q y r ≤ q, entonces

(p∧q)∨(q∧r) = p ∨ r
= q ∧ (p ∨ r).

III) Si p ≤ q ≤ r, entonces

(p∧q)∨(q∧r) = p ∨ q
= q
= q ∧ r
= q ∧ (p ∨ r).

IV) Si r ≤ q ≤ p, entonces

(p∧q)∨(q∧r) = q ∨ r
= q
= q ∧ p
= q ∧ (p ∨ r).
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Por tanto (p ∧ q) ∨ (q ∧ r) = q ∧ (p ∨ r) pora toda p, q, r ∈ R. †

Los puntos en Fn(R) pueden ser vistos como subconjuntos de R. Cuando
nos referimos a la cardinalidad de A ∈ Fn(R) nos referimos a la cardinalidad
de A como subconjunto de R, la cual será denotada por card(A).
Por ejemplo en F3(R)

Si A = (1, 1, 1), entonces card(A) = 1.

Si A = (1, 2, 2), entonces card(A) = 2.

Si A = (1, 2, 3), entonces card(A) = 3.

Por otro lado, si s ∈ R y A ∈ Fn(R), vamos a definir la dist(s, A) =
min{|s− r| : r ∈ A}.
En particular dado s ∈ R y A ∈ F3(R), una representación geométrica de
dist(s, A) se muestra en la Figura 1.5.

Figura 1.5: Distancia de un número real a un elemento de F3(R)

En particular, con la métrica de Hausdorff la distancia entre A y B con
A,B ∈ Fn(R) puede ser expresada como:

dH(A,B) = máx{máxs∈A mı́nr∈B |s− r|,máxr∈B mı́ns∈A |s− r|}
= máxs∈A dist(s, B) ∨máxr∈B dist(r, A).

Como caso particular, si nos fijamos en dos puntos A = (r, s, t) y B =
(u, v, w) en F3(R), como los que se muestran en la Figura 1.6, entonces

dH(A,B) = dist(r, B) ∨ dist(s, B) ∨ dist(t, B)∨
dist(u,A) ∨ dist(v, A) ∨ dist(w,A),

es decir, el máximo de las distancias se muestra en la Figura 1.6 de color
rosa.
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Figura 1.6: Distancia de cada punto a otro conjunto

En este caso dH(A,B) se muestra en la Figura 1.7.

Figura 1.7: Distancia entre dos elementos de F3(R)

El punto 0 ∈ R pertenece a todo Fn(R) y nos referiremos a él como el
orígen y lo denotaremos por O.

Definición: Dado A ∈ Fn(R) definimos la norma de A denotado por |A|
como dH(O,A).

Notemos que si A = (a1, a2, . . . , an) entonces |A| = |a0| ∨| an|.
A una n-tupla (a1, a2, . . . , an) también la vamos a denotar como (ai)ni=1.

Para cualesquiera λ, µ ∈ R, con µ ≥ 0 y A = (a1, a2, . . . , an) ∈ Fn(R),
definimos:

λ+ A = (λ+ ai)
n
i=1 = (λ+ a1, λ+ a2, . . . , λ+ an),

µA = (µai)
n
i=1 = (µa1, µa2, ..., µan)

y
Ā = (−an+1−i)

n
i=1 = (−an,−an−1, . . . ,−a2,−a1)

El punto Ā es llamado el conjugado de A.
Por cada transformación lineal h en R hay una transformacion natural h̃ de
Fn(R) dada por

h̃((a1, a2, . . . , an)) = (h(a1), h(a2), . . . , h(an))
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si h preserva la orientación, es decir, si a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an entonces h(a1) ≤
h(a2) ≤ · · · ≤ h(an).
Y por

h̃((a1, a2, . . . , an)) = (h(an), h(an−1), . . . , h(a1))

si h invierte la orientación, es decir, si a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an entonces h(an) ≤
h(an−1) ≤ · · · ≤ h(a1).
En particular, las siguientes transformaciones de R, denominadas:

Traslaciones x −→ λ+ x,
Dilataciones x −→ µx, µ ∈ (0,∞),
Reflexiones x −→ 2λ− x,

inducen las correspondientes transformaciones en Fn(R):

Traslaciones verticales: Tλ(A) = λ+ A,
Dilataciones : Dµ(A) = µA,
Reflexiones: Rλ(A) = 2λ+ Ā.

Veamos el efecto geométrico de estas transformaciones en F3(R).
Sean A ∈ F3(R), λ, µ ∈ R con µ > 0.

1. Traslación vertical : Tλ(A) = λ+ A
Lo que hace esta transformación es recorrer λ-veces en cada una de sus
coordenadas el punto A, como se ve en la Figura 1.8.

Figura 1.8: Taslación vertical de A
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2. Dilataciones : Dµ(A) = µA
Esta transformación, lo que hace es mover el punto A, en la misma
dirección de la recta que une el punto A con el orígen O, ya sea alar-
gandolo o acortandolo. Como se ve en la Figura 1.9.

Figura 1.9: Dilatación de A

Proposición 1.2.3. Las traslaciones verticales y las reflexiones en Fn(R)
son isometrías inducidas por isometrías en R.

Demostración:
Sean λ ∈ R y A,B ∈ Fn(R), donde A = (a1, a2, . . . , an) y B = (b1, b2, . . . , bn);
Tλ(A) = (λ+ a1, λ+ a2, . . . , λ+ an) y Tλ(B) = (λ+ b1, λ+ b2, . . . , λ+ bn).
Notemos que dist(ak, B) = dist(λ+ ak, Tλ(B)), para todo ak ∈ A.
En efecto,

dist(λ+ak, Tλ(B)) = mı́n{|(λ+ ak)− (λ+ bi)| : bi ∈ B}
= mı́n{|ak − bi| : bi ∈ B}
= dist(ak, B).

Análogamente, dist(A, bk) = dist(Tλ(A), λ+ bk). Así,
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dH(Tλ(A), Tλ(B)) = máxs∈Tλ(A) dist(s, Tλ(B)) ∨máxr∈Tλ(B) dist(Tλ(A), r)
= máxai∈A dist(λ+ ai, Tλ(B))∨

máxbi∈B dist(Tλ(A), λ+ bi)
= máxai∈A dist(ai, B) ∨máxbi∈B dist(A, bi)
= dH(A,B).

Por tanto las traslaciones verticales son isometrías.
Ahora veamos que pasa con las reflexiones.
Para esto primero notemos que dist(2λ−ai, Rλ(B)) = dist(ai, B), para todo
ai ∈ A pues,

dist(2λ−ai), Rλ(B)) = mı́n{|(2λ− ai)− t| : t ∈ Rλ(B)}
= mı́n{|(2λ− ai)− (2λ− bi)| : bi ∈ B}
= mı́n{|ai − bi| : bi ∈ B}
= dist(ai, B).

Análogamente, dist(Rλ(A), 2λ− bi) = dist(A, bi), para todo bi ∈ B. Así,

dH(Rλ(A), Rλ(B)) = máxs∈Rλ(A) dist(s, Rλ(B)) ∨máxr∈Rλ(b) dist(Rλ(A), r)
= máxai∈A dist(2λ− ai, Rλ(B))∨

máxbi∈B dist(Rλ(A), 2λ− bi)
= máxai∈A dist(ai, B) ∨máxbi∈B dist(A, bi)
= dH(A,B).

Por tanto las reflexiones son isometrías. †

Proposición 1.2.4. Las dilataciones cumplen que dH(µA, µB) = µdH(A,B)
para cualesquiera A,B ∈ Fn(R).

Demostración:
Sean µ ∈ R tal que µ > 0 y A,B ∈ Fn(R), donde A = (a1, a2, . . . , an) y
B = (b1, b2, . . . , bn);
Dµ(A) = (µa1, µa2, . . . , µan) y Dµ(B) = (µb1, µb2, . . . , µbn).
Notemos que dist(µai, Dµ(B)) = µdist(ai, B) para todo ai ∈ A, pues tenemos
que

dist(µai, Dµ(B)) = mı́n{|µai − s| : s ∈ Dµ(B)}
= mı́n{|µai − µbi| : bi ∈ B)}
= mı́n{µ|ai − bi| : bi ∈ B}
= µdist(ai, B).

Por tanto,
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dH(Dµ(A), Dµ(B))= máxs∈Dµ(A) dist(s,Dµ(B)) ∨máxr∈Dµ(B) dist(r,Dµ(A))
= máxai∈A dist(µai, Dµ(B)) ∨máxbi∈B dist(µbi, Dµ(A))
= máxai∈A µdist(ai, B) ∨máxbi∈B µdist(bi, A)
= µ(máxai∈A dist(ai, B) ∨máxbi∈B dist(bi, A))
= µdH(A,B).

†

Ahora, para cada A ∈ Fn(R), definimos:

Γ(A) = {Tλ(A) : λ ∈ R} y
∆(A) = {Dµ(A) : µ ∈ (0,+∞)}.

También, para cada λ ∈ R, definimos Πλ = Tλ(Π), donde

Π = {(−r, a2, a3, . . . , an−1, r) ∈ Fn(R) : r ∈ [0,+∞),−r ≤ ai ≤ r}.

En F3(R) vamos a denotar como Π0 al conjunto Π.
Nos vamos a referir a los conjuntos Γ(A),∆(A) y Πλ como líneas verticales,
rayos y planos horizontales, respectivamente.

A continuación damos una visualización geométrica de estos conjuntos para
el caso de F3(R).
Sea A ∈ F3(R); λ, µ ∈ R donde µ > 0.

1. Línea Vertical de A: Γ(A) = {Tλ(A) : λ ∈ R} esta representada por la
imagen de la Figura 1.10.
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Figura 1.10: Línea Vertical de A

2. Rayo de A: ∆(A) = {Dµ(A) : µ ∈ (0,+∞)} se muestra en la Figura
1.11.

Figura 1.11: Rayo de A

3. Planos horizontales Π0 y Πλ, se muestran en la Figura 1.12
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Figura 1.12: Planos Horizontales

Proposición 1.2.5. Para cada A,B ∈ Fn(R), los conjuntos Γ(A) y Γ(B) son
disjuntos o el mismo conjunto, análogamente, los conjuntos ∆(A) y ∆(B),
así como también los conjuntos Πλ1 y Πλ2 son disjuntos o el mismo, es decir,

1. Si Γ(A) ∩ Γ(B) += φ entonces Γ(A) = Γ(B),

2. Si ∆(A) ∩∆(B) += φ entonces ∆(A) = ∆(B) y

3. Si Πλ1 ∩ Πλ2 += φ entonces Πλ1 = Πλ2.

Demostración:

1. Como Γ(A) ∩ Γ(B) += φ, existen λ1, λ2 ∈ R tales que λ1 +A = λ2 +B.
Para ver la contención Γ(A) ⊂ Γ(B) tomemos X ∈ Γ(A) entonces
existe γ ∈ R tal que X = γ + A. Consideremos β = γ − λ1, así

X = γ+A = γ−λ1+λ1+A = β+(λ1+A) = β+(λ2+B) = (β+λ2)+B.

Por tanto X ∈ Γ(B).
De manera análoga se prueba que Γ(B) ⊂ Γ(A). Por lo tanto Γ(A) =
Γ(B).

2. Como ∆(A)∩∆(B) += φ, existen µ1, µ2 ∈ (0,∞) tales que µ1A = µ2B.
Sea Y ∈ ∆(A) entonces exite η ∈ (0,∞) tal que
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Y = ηA =
µ1

µ1
ηA =

η

µ1
µ1A =

η

µ1
µ2B.

así Y = µB con µ = η
µ1
µ2 ∈ (0,∞).

Por tanto Y ∈ ∆(B) y así ∆(A) ⊂ ∆(B).
Análogamente se tiene que ∆(B) ⊂ ∆(A) y así ∆(A) = ∆(B).

3. Como Πλ1 ∩Πλ2 += φ, existen r1, r2 ∈ [0,+∞), tales que −r1 ≤ ai ≤ r1
y −r2 ≤ bi ≤ r2 y además,

λ1 + (−r1, a2, . . . , an−1, r1) = λ2 + (−r2, b2, . . . , bn−1, r2).

De manera similar a la prueba de 1 y 2 se tiene que Πλ1 ⊂ Πλ2 y
Πλ2 ⊂ Πλ1 . Por tanto Πλ1 = Πλ2 .

†
Para concluir este capítulo notemos que

Fn(R) =
⋃

A∈Fn(R)

Γ(A),

Fn(R) =
⋃

A∈Fn(R)

∆(A) y

Fn(R) =
⋃

λ∈R

Πλ.

Y para cada µ > 0, definimos Sµ = Dµ(S) donde

S = {(−1, a2, a3, . . . , an−1, 1) ∈ Fn(R) : −1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ 1}.



Capítulo 2

Distancias entre algunos
conjuntos de Fn(R)

2.1. Algunos Lemas
Los siguientes cuatro lemas son directamente las generalizaciones corres-

pondientes a los resultados para n=3 que se obtuvierón en [2]. Estos lemas
nos dan una estimación de la distacia entre dos conjuntos del tipo Πλ, Γ(a)
y ∆(a), respectivamente.

Lema 2.1.1. Dado A ∈ Πλ1, tenemos que

dH(A,B) ≥ |λ1 − λ2| para todo B ∈ Πλ2 .

La igualdad se da si también B ∈ Γ(A).

Demostración:

Sin pérdida de generalidad supongamos que λ1 ≤ λ2. Sean A = (λ1 −
r1, a2, . . . , an−1, λ1 + r1) y B = (λ2 − r2, b2, . . . , bn−1, λ2 + r2).

Si r2 ≥ r1.
Como λ1 − r1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ λ1 + r1,
entonces −(λ1 + r1) ≤ −an−1 ≤ · · · ≤ −a2 ≤ −(λ1 − r1)
y como λ1 ≤ λ2 y r1 ≤ r2, entonces
0 ≤ (λ2 + r2) − (λ1 + r1) ≤ (λ2 + r2) − an−1 ≤ · · · ≤ (λ2 + r2) − a2 ≤
(λ2 + r2)− (λ1 − r1).

17
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Así,
|(λ2 + r2) − (λ1 + r1)| ≤| (λ2 + r2) − an−1| ≤ · · · ≤ |(λ2 + r2) − a2| ≤
|(λ2 + r2)− (λ1 − r1)|.
Entonces,

dist(λ2+r2, A) = mı́n{|(λ2 + r2)− s| : s ∈ A}
= |(λ2 + r2)− (λ1 + r1)|
= λ2 + r2 − λ1 − r1.

Así tenemos,

dH(A,B)= máxs∈A dist(s, B)∨máxr∈B dist(r, A)
≥ dist(λ2 + r2, A)
= λ2 + r2 − λ1 − r1
≥ λ2 − λ1.

Si r2 ≤ r1, tenemos que λ1 − r1 ≤ λ2 − r2
y dado que λ2 − r2 ≤ b2 ≤ · · · ≤ bn−1 ≤ λ2 + r2,
entonces −(λ2 + r2) ≤ −bn−1 ≤ · · · ≤ −b2 ≤ −(λ2 − r2)
y tenemos que
(λ1 − r1) − (λ2 + r2) ≤ (λ1 − r1) − bn−1 ≤ · · · ≤ (λ1 − r1) − b2 ≤
(λ1 − r1)− (λ2 − r2) ≤ 0.
Así,
|(λ1 − r1) − (λ2 − r2)| ≤ |(λ1 − r1) − b2| ≤ · · · ≤ |(λ1 − r1) − bn−1| ≤
|(λ1 − r1)− (λ2 + r2)|.
Entonces,

dist(λ1−r1, B) = mı́n{|(λ1 − r1)− r| : r ∈ B}
= |(λ1 − r1)− (λ2 − r2)|
= λ2 − r2 − λ1 + r1.

Así tenemos,

dH(A,B)= máxs∈A dist(s, B)∨máxr∈B dist(r, A)
≥ dist(λ1 − r1, B)
= λ2 − r2 − λ1 + r1
≥ λ2 − λ1.
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Por tanto dH(A,B) ≥ λ2 − λ1.

Ahora si B ∈ Πλ2 ∩ Γ(A), entonces B = (λ + λ1 − r1, λ + a2, . . . , λ +
an−1, λ + λ1 + r1) para algún λ ∈ R por pertenecer a Γ(A). Como también
B ∈ Πλ2 , B = (λ2 − r2, b′2, ..., b

′
n−1, λ2 + r2) para algún r2 ∈ [0,∞) y con

−r ≤ b′k ≤ r para k = 2, . . . , n − 1. Así resolviendo el siguiente sistema de
ecuaciones

λ2 − r2 = λ+ λ1 − r1,

λ2 + r2 = λ+ λ1 + r1,

λ+ ak = b′k.

Obtenemos que
B = (λ2 − r1, b

′
2, . . . , b

′
n−1, λ2 + r1),

donde b′k = ak + λ2 − λ1 para cada k ∈ {2, 3, . . . , n− 1}.

Afirmación 2.1.2. dist(ak, B)∨dist(bk, A) ≤ λ2−λ1 para k = 2, . . . , n−1.

En efecto dado que
dist(ak, B)= mı́n{|ak − bi| : bi ∈ B}

= |ak − (λ2 − r1)| ∧ · · · ∧ |ak − b′k| ∧ · · · ∧ |ak − (λ2 + r1)|
≤ |ak − b′k|
= |ak − (ak + λ2 − λ1)|
= λ2 − λ1.

Análogamente tenemos que

dist(bk, A) ≤ λ2 − λ1.

Así,
dist(ak, B) ∨ dist(bk, a) ≤ λ2 − λ1.

Afirmación 2.1.3. dist(λ2 − r1, A) ≤ λ2 − λ1.

Dado que
dist(λ2−r1, A) = mı́n{|λ2 − r1 − ai| : ai ∈ A}

= |(λ2 − r1)− (λ1 − r1)| ∧ · · · ∧ |(λ2 − r1)− (λ1 + r1)|
≤ |(λ2 − r1)− (λ1 − r1)|
= λ2 − λ1.
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Afirmación 2.1.4. dist(λ1 + r1, B) ≤ λ2 − λ1.

En efecto pues,
dist(λ1+r1, B) = mı́n{|λ1 + r1 − bi| : bi ∈ B}

= |(λ1 + r1)− (λ2 − r1)| ∧ · · · ∧ |(λ1 + r1)− (λ2 + r1)|
≤ |(λ1 + r1)− (λ2 + r1)|
= λ2 − λ1.

Análogamente tenemos las siguientes afirmaciones

Afirmación 2.1.5. dist(λ1 + r1, B) ≤ λ2 − λ1.

Afirmación 2.1.6. dist(λ2 + r1, A) ≤ λ2 − λ1.

Así por las Afirmaciones 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6 tenemos que,

dH(A,B) = máxai∈A dist(ai, B) ∨máxbi∈B dist(bi, A)
= dist(λ1 − r1, B) ∨ dist(ak, B) ∨ dist(λ1 + r1, B)∨

dist(λ2 − r1, A) ∨ dist(bk, A) ∨ dist(λ2 + r1, A) para
k = 2, . . . , n− 1

≤ λ2 − λ1

= |λ1 − λ2|.
Y como B ∈ Πλ2 tenemos que dH(A,B) ≥ |λ1 − λ2|.
Por tanto

dH(A,B) = |λ1 − λ2|

para B ∈ Πλ2 ∩ Γ(A). †

En la Figura 2.1, se muestran geométricamente las condiciones del Lema
2.1.1 para el caso de F3(R).
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Figura 2.1: Distancia entre elementos de distintos planos horizontales.

Lema 2.1.7. Sean A = (−r, a2, . . . , an−1, r) ∈ Π y B = (−s, b2, . . . , bn−1, s) ∈
Π. Entonces para todo A′ ∈ Γ(A) y B′ ∈ Γ(B), tenemos

2dH(A
′, B′) ≥ dH(A,B).

Demostración:
Usando la transformación Tλ, si es necesario, supongamos que A′ = A. Como
B′ ∈ Γ(B) entonces B′ = Tλ(B) para alguna λ ∈ R, por lo cual B′ ∈ Πλ, así
por el Lema 2.1.1 dH(B′, B) = |λ|, y dH(A,B′) ≥ |λ|. Por la desigualdad del
triángulo

dH(A,B) ≤ dH(A,B
′) + dH(B

′, B) = dH(A,B
′) + |λ| ≤ 2dH(A,B

′)

como se requería. †

Un representación geométrica en F3(R) del Lema anterior se da en la
Figura 2.2.
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Figura 2.2: Otros puntos en F3(R)

A continuación vamos a discutir en F3(R) algunas propiedades del con-
junto

Π0 = {(−r, s, r) : 0 ≤ r < ∞ y −r ≤ s ≤ r}.

Para cada r > 0 vamos a definir el conjunto

C(r) = {A ∈ Π0 : |A| = r}.

Una imagen de C(r) se muestra en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Otro conjunto en F3(R), C(r).

Notemos que ambos conjuntos Π0 y C(r) son invariantes bajo la transfor-
mación conjugación T , definida como
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T : F3(R) → F3(R),
T (A) = Ā.

Lema 2.1.8. Dado A1 = (−r1, s1, r1) ∈ C(r1) se tiene

dH(A1, A2) ≥ |r1 − r2| para todo A2 = (−r2, s2, r2) ∈ C(r2).

La igualdad se da si y sólo si |s1 − s2| ≤| r1 − r2|.

Demostración:
Sin pérdida de generalidad supongamos que r2 ≥ r1. Tal situación se muestra
en Figura 2.4.

Figura 2.4: Los conjunto C(r1) y C(r2)

Como tenemos que

dist(r1, A2) = mı́n{|r1 − a| : a ∈ A}
= |r1 − (−r2)| ∧| r1 − s2| ∧| r1 − r2|
≤ r2 − r1.

Análogamente se puede mostrar que

dist(−r1, A2) ≤ r2 − r1,
dist(−r2, A1) ≤ r2 − r1,
dist(r2, A1) ≤ r2 − r1.

Luego tenemos que
dH(A1, A2) = dist(−r1, A2) ∨ dist(s1, A2) ∨ dist(r1, A2)

∨dist(−r2, A1) ∨ dist(s2, A1) ∨ dist(r2, A1)
= (r2 − r1) ∨ dist(s1, A2) ∨ dist(s2, A1).
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En particular, dH(A1, A2) ≥ r2 − r1.

Para la segunda parte notemos que a su vez también

dist(s1, A2) = mı́n{|s1 − a2| : a2 ∈ A2}
= |s1 + r2| ∧| s1 − s2| ∧| s1 − r2|
≤ |s1 − s2|.

Análogamente dist(s2, A1) ≤ |s1 − s2|.
Ahora, si |s1 − s2| ≤| r1 − r2|, entonces

dH(A1, A2) ≤ (r2 − r1) ∨ |s1 − s2| = r2 − r1.

Así dH(A1, A2) = r2 − r1.
Inversamente supongamos que dH(A1, A2) = r2 − r1.
Usando las invariancia bajo la conjugación asumamos que s1 ≥ 0.
Por un lado tenemos que

dist(s1, A2) ≤ dH(A1, A2) = r2 − r1

y por otro lado como 0 ≤ s1 ≤ r1 ≤ r2 entonces s1 − r2 ≤ s1 + r2 y así

dist(s1, A2) = |s1 + r2| ∧| s1 − s2| ∧| s1 − r2|
= (s1 + r2) ∧ |s1 − s2| ∧ (r2 − s1)
= |s1 − s2| ∧ (r2 − s1).

Como r2 − r1 ≤ r2 − s1 tenemos que dist(s1, A2) = |s1 − s2|.
Entonces

|s1 − s2| = dist(s1, A2) ≤ r2 − r1.

Por tanto |s1 − s2| ≤ r2 − r1. †

Un resultado mas general es el que se da en el siguiente lema.

Lema 2.1.9. Dado A = (−r, a2, . . . , an−1, r) ∈ Sr,tenemos que

dH(A,B) ≥ |r − t| para todo B = (−t, b2, . . . , bn−1, t) ∈ St.

La igualdad se da si dist(ak, B) ∨ dist(bk, A) ≤ |r − t| para cada
k = 2, 3, . . . , n− 1.

Demostración:
Tenemos que para k = 2, . . . , n− 1
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dH(A,B)= dist(−r, B) ∨ dist(r, B) ∨ dist(ak, B)∨
dist(bk, A) ∨ dist(−t, A) ∨ dist(t, A).

Para esto primero notemos que

dist(r, B) ∨ dist(t, A) = |r − t|,

debido a que

dist(r, B) = mı́n{|r − bi| : bi ∈ B}
= |r + t| ∧| r − bk| ∧| r − t| para k = 2, . . . , n− 1
= |r − bk| ∧| r − t|.

Análogamente dist(t, A) = |r − t| ∧| t− ak|.

Si t ≤ r, como 0 ≤ r, t y bk ≤ t tenemos que −t ≤ −bk.
Así

|r − t| = r − t ≤ r − bk ≤ |r − bk|.

Entonces

dist(r, B) = |r − t| y dist(t, A) = |r − t| ∧| t− ak|.

Entonces por la Proposición 1.2.1 tenemos que

dist(r, B) ∨ dist(t, A) = |r − t|.

Si r ≤ t, análogamente al punto anterior

dist(t, A) = |r − t| y dist(r, B) = |r − t| ∧| r − bk|.

Por la Proposición 1.2.1 se tiene que

dist(r, B) ∨ dist(t, A) = |r − t|.

Así
dH(A,B) ≥ dist(r, B) ∨ dist(t, A) = |r − t|.
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Para ver la segunda parte, si dist(ak, B) ∨ dist(bl, A) ≤ |r − t| para cada k,
entonces

dH(A,B) ≤ |r − t| ∨ dist(r, B) ∨ dist(t, A) = |r − t|,

es decir,
dH(A,B) = |r − t|.

†

Lema 2.1.10. Sean A = (−r, a2, . . . , an−1, r) y B = (−s, b2, . . . , bn−1, s)

puntos arbitrarios con s > 0 y r ≤ s. Hagamos C =
r

s
B. Entonces

dH(A,C) ≤ 2dH(A,B).

Demostración:
Cuando B es multiplicado por el factor

r

s
, es decir, cuando hacemos C =

(−r, b2
r

s
, . . . , bn−1

r

s
, r), ninguno de los puntos de B es removido mas que

s− r. Es decir tenemos que

dist(bi, C) ≤ s− r, para todo bi ∈ B.
Pues tenemos que

dist(−s, C) = mı́n{| − s− ci| : ci ∈ C}
= | − s+ r| ∧ · · · ∧ | − s− r|
≤ | − s+ r|
= s− r.

Y para todo k = 2, . . . , n− 1 como −s ≤ bk ≤ s, entonces |bk| ≤ s . Y
así

dist(bk, C) = mı́n{|bk − ci| : ci ∈ C}
= |bk + r| ∧ · · · ∧

∣∣∣bk − bk
r

s

∣∣∣ ∧ · · · ∧ |bk − r|

≤
∣∣∣bk − bk

r

s

∣∣∣

= |bk|
∣∣∣(1−

r

s
)
∣∣∣

≤ s(1− r

s
)

= s− r.
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Además

dist(s, C) = mı́n{|s− ci| : ci ∈ C}
= |s+ r| ∧ · · · ∧ |s− r|
≤ |s− r|
= s− r.

Por tanto dist(bi, C) ≤ s− r, para todo bi ∈ B.

Análogamente dist(ci, B) ≤ s− r para todo ci ∈ C

Así obtenemos que
dH(B,C)= mı́nbi∈B dist(bi, C) ∨mı́nci∈C dist(ci, B)

≤ s− r.
Por otro lado, dado el orden en la n-ésima tupla A tenemos que

−r ≤ a2 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ r,

así
−r ≤ −an−1 ≤ · · · ≤ −a2 ≤ r,

y obtenemos que

s− r ≤ s− an−1 ≤ · · · ≤ s− a2 ≤ s+ r.

Como 0 ≤ s− r entonces

|s− r| ≤| s− an−1| ≤ · · · ≤ |s− a2| ≤ |s+ r|.
Y por tanto

dist(s, A)= mı́n{|s− ai| : ai ∈ A}
= s− r.

Luego como dist(s, A) ≤ dH(A,B) y dado que dH(B,C) ≤ s − r tenemos
que

dH(B,C) ≤ dH(A,B).

Entonces por la desigualdad del triángulo tenemos que

dH(A,C) ≤ dH(A,B) + dH(B,C) ≤ 2dH(A,B).

†
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2.2. Un caso especial: distancia entre puntos de
F3(R)

En esta sección vamos a encontrar la fórmula para saber la distancia,
dH(A,B), cuando A = (−1, v, 1) y B = (−1, u, 1).

Lema 2.2.1. Si A,B ∈ F3(R) tienen la forma A = (−1, v − 1) y B =
(−1, u, 1), entonces

dH(A,B) =






1− u si u ≤ 1
3 , −1 ≤ v ≤ 2u− 1,

|u− v| si u ≤ 1
3 , 2u− 1 ≤ v ≤ 1,

1− u si u ≥ 1
3 , −1 ≤ v ≤ −u,

1 + v si u ≥ 1
3 , −u ≤ v ≤ u−1

2 ,

|v − u| si u ≥ 1
3 ,

u−1
2 ≤ v ≤ 1.

(2.1)

Demostración:
Para ver esto primero notemos que

dH(A,B)= dist(−1, B) ∨ dist(v,B) ∨ dist(1, B)∨
dist(−1, A) ∨ dist(u,A) ∨ dist(1, A).

pero como

dist(1, A) = min{|1− ai| : ai ∈ A} = |1 + 1| ∧| 1− v| ∧| 1− 1| = 0.

Y análogamente dist(1, B) = dist(−1, A) = dist(−1, B) = 0.
Tenemos entonces que

dH(A,B) = dist(v,B) ∨ dist(u,A),

es decir, solo basta en fijarnos en el valor de dist(v,B) y dist(u,A), y ver
quien es el máximo.
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También observemos que

dist(v,B) = mı́n{|v − bi| : bi ∈ B} = |v − (−1)| ∧| v − u| ∧| v − 1|,

como −1 ≤ v ≤ 1 entonces

dist(v,B) = (1 + v) ∧ (1− v) ∧ |v − u|.

Análogamente

dist(u,A) = (1 + u) ∧ (1− u) ∧ |v − u|.

Ahora si veamos como se obtiene la fórmula (2.1)

1) dH(A,B) = 1− u si u ≤ 1
3 y −1 ≤ v ≤ 2u− 1.

Para que v tenga sentido, entonces 0 ≤ u . Y así tendriamos que como
0 ≤ u ≤ 1

3 , −1 ≤ v ≤ 2u− 1 entonces

−1 ≤ v ≤ −1

3

y
1

3
≤ −v ≤ 1

Sumando 1 en ambas desigualdades se obtiene que

0 ≤ 1 + v ≤ 2

3
y

4

3
≤ 1− v ≤ 2.

Así tenemos que

1 + v ≤ 1− v. (2.2)

Por otro lado, como u ≤ 1
3 y v ≤ −1

3 entonces v ≤ −1
3 ≤ −u y así
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1 + v ≤ 1− u. (2.3)

Luego, como v ≤ 2u− 1 se tiene que v − u ≤ u− 1, por lo que

1− u ≤ u− v. (2.4)

Dado que 0 ≤ u obtenemos

1− u ≤ 1 + u. (2.5)

Entonces, por (2.3) y (2.4) tenemos que

1 + v ≤ u− v = |v − u|,

por esta desigualdad y por (2.2) concluimos que

1 + v = (1 + v) ∧ (1− v) ∧ |v − u| = dist(v, B).

Por otro lado, por (2.5) y por (2.4) tenemos que

1− u = (1 + u) ∧ (1− u) ∧ |v − u| = dist(u,A).

Ahora, solo falta fijarnos en el máximo, que por (2.3) tenemos que es 1−u
Por tanto,

dH(A,B) = 1− u.

2) dH(A,B) = |u− v| si u ≤ 1
3 y 2u− 1 ≤ v ≤ 1.

Para que v tenga sentido 0 ≤ u. Veamos la demostración por dos ca-
sos:

I) Si u ≥ v.
Entonces |u− v| = u− v.
Como 2u− 1 ≤ v entonces

u− v ≤ 1− u. (2.6)

Dado que u ≥ v obtenemos

1− u ≤ 1− v. (2.7)
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Pero u ≥ 0 implica que

1− u ≤ 1 + u. (2.8)

Así por (2.6) y (2.7) tenemos que |u− v| = u− v ≤ 1− v. Por tanto,

dist(v, B) = (1 + v) ∧ (u− v).

De (2.6) y (2.8) obtenemos que |u− v| = u− v ≤ 1−u ≤ 1+u. Por
lo que

dist(u,A) = u− v.

Así,
dH(A,B) = [(1 + v) ∧ (u− v)] ∨ (u− v).

Pero por la Proposición 1.2.1 [(1 + v)∧ (u− v)]∨ (u− v) = (u− v).
Por tanto

dH(A,B) = u− v = |u− v|.

II) Si u ≤ v.
Entonces |u− v| = v − u. Como 0 ≤ v y u ≤ v entonces 0 ≤ v. Por
lo que

1− v ≤ 1 + v. (2.9)

Como u ≥ 0 entonces
1− u ≤ 1 + u. (2.10)

Luego, dado que v ≤ 1, entonces

v − u ≤ 1− u. (2.11)

Por (2.9) tenemos que

dist(v, B) = (v − u) ∧ (1− v).

Luego, por (2.10) y (2.11) tenemos que

|v − u| = v − u ≤ 1− u ≤ 1 + u.

Por tanto
dist(u,A) = v − u.
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Teniendo así que

dH(A,B) = [(v − u) ∧ (1− v)] ∨ (v − u).

Y por la Proposición 1.2.1 tenemos que

[(v − u) ∧ (1− v)] ∨ (v − u) = v − u = |u− v|.

Por tanto
dH(A,B) = |u− v|.

3) dH(A,B) = 1− u si u ≥ 1
3 y −1 ≤ v ≤ −u.

Como u ≥ 1
3 y v ≤ −u entonces

−1 ≤ v ≤ −1

3
.

Así
1 + v ≤ 1− 1

3
=

2

3
≤ 2u.

Es decir, 1 + v ≤ 2− u, y entonces

1− u ≤ u− v. (2.12)

Luego dado que u ≥ 0
1− u ≤ 1 + u. (2.13)

Así, por (2.12) y (2.13) tenemos que

dist(u,A) = (1− u) ∧ (1 + u) ∧ (u− v) = 1− u. (2.14)

Por otro lado, v ≤ −1
3 , implica que

1 + v ≤ 1− v. (2.15)

Además como −1 ≤ v ≤ −1
3 entonces

1

3
≤ −v.

Y 1
3 ≤ u, implica que

2

3
≤ u− v.
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Dado que v ≤ −1
3 entonces

1 + v ≤ 2

3
.

Por tanto
1 + v ≤ u− v. (2.16)

Así, por la desigualdad anterior y (2.15)

dist(v,B) = (1− v) ∧ (1 + v) ∧ (u− v) = 1 + v.

Esta igualdad y (2.14) implican que

dH(A,B) = dist(u,A) ∨ dist(v, B) = (1− u) ∨ (1 + v).

Pero por (2.16) tenemos que

dH(A,B) = 1− u.

4) dH(A,B) = 1 + v si u ≥ 1
3 y −u ≤ v ≤ u−1

2 .
Como u ≥ 0 entonces

1− u ≤ 1 + u. (2.17)

Y v ≤ u−1
2 implica que 2v ≤ u− 1, así

1 + v ≤ u− v. (2.18)

Pero como 1− u ≤ 1 + v ya que −u ≤ v entonces

1− u ≤ u− v = |u− v|. (2.19)

Así por (2.17) y por (2.19) tenemos que

dist(u,A) = (1− u) ∧ (1 + u) ∧ (u− v) = 1− u. (2.20)

Por otro lado, como v ≤ 0 entonces

1 + v ≤ 1− v. (2.21)

Así (2.18) y (2.21) implican que

dist(v, A) = (1 + v) ∧ (1− v) ∧ (u− v) = 1 + v.

Como dH(A,B) = dist(u,B) ∨ dist(v, A) = (1− u) ∨ (1 + v)
Y dado que 1− u ≤ 1 + v, concluimos que

dH(A,B) = 1 + v.
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5) dH(A,B) = |v − u| si u ≥ 1
3 y u−1

2 ≤ v ≤ 1.

Como las hipótesis no nos dan mucha información sobre como es v res-
pecto a u, entonces vamos a hacerlo por dos casos:

I) Si v ≤ u.
Entonces |v − u| = u− v.
Como u > 0, se tiene que

1− u ≤ 1 + u.

Por tanto

dist(u,A) = (1− u) ∧ (1 + u) ∧ (u− v) = (1− u) ∧ (u− v). (2.22)

Por otro lado, dado que u−1
2 ≤ v, se tiene u− 1 ≤ 2v y así

u− v ≤ v − 1.

Y como u ≤ 1, entonces

u− v ≤ 1− v.

Por las dos desigualdades anteriores tenemos que

dist(v, B) = (1− v) ∧ (1 + v) ∧ (u− v) = u− v. (2.23)

Se sigue de (2.22) y de (2.23) que

dH(A,B) = [(1− u) ∧ (u− v)] ∨ (u− v).

Por la Proposición 1.2.1 tenemos que

[(1− u) ∧ (u− v)] ∨ (u− v) = (u− v).

Por tanto
dH(A,B) = u− v.

II) Si u ≤ v
Entonces |v − u| = v − u.
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Como v ≤ 1 entonces v − u ≤ 1 − u, y dado que 1 − u ≤ 1 + u
entonces

v − u ≤ 1− u ≤ 1 + u.

Así,

dist(u,A) = (1− u) ∧ (1 + u) ∧ (v − u) = v − u. (2.24)

Por otro lado, como u ≥ 0 y u ≤ v, implican que v ≥ 0 y entonces

1− v ≤ 1 + v.

Por tanto

dist(v, B) = (1− v) ∧ (1 + v) ∧ (v − u) = (1− v) ∧ (v − u).

Así por igualdad anterior y (2.24) tenemos que

dH(A,B) = (v − u) ∨ [(1− v) ∧ (v − u)].

Entonces por la Proposición 1.2.1

dH(A,B) = v − u.

Con todo esto terminamos la prueba del Lema 2.2.1. †
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Capítulo 3

Equivalencia bi-Lipschitz entre
F3(R) con R3

En esta sección definiremos lo que es un encaje bi-Lipschitz y probaremos
que el espacio F3(R) es (3+4π)− bi−Lipschitz equivalente a R3 y que cada
conjunto Πλ es (1 + 4π)− bi− Lipschitz equivalente a R2.

Definición 3.0.2. Sean (X, dX) y (Y, dY ) espacios métricos. Una función
φ : X −→ Y es un encaje, si este es un homeomorfismo sobre su imagen.

Definición 3.0.3. Un encaje φ : (X, dX) −→ (Y, dY ) es bi − Lipschitz si
existe L ∈ R tal que:

1

L
dX(a, b) ≤ dY (φ(a), φ(b)) ≤ LdX(a, b)

para cualesquiera a, b ∈ X, y en este caso diremos que X es L-bi-Lischitz
equivalente a Y .

Ejemplo 3.0.4. Consideremos f : R −→ R donde

f(x) = 3x.

Tenemos que

1

L
|a− b| ≤ |a− b| ≤ L|a− b|,

con L = 3.

37
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Teorema 3.0.5. Sea f : Π0 −→ R2 la función definida como

f((−r, s, r)) = (rcos
πs

r
, rsen

πs

r
).

Entonces para toda A,B ∈ Π0, tenemos que

2

3
dH(A,B) ≤ |f(A)− f(B)| ≤ (1 + 4π)dH(A,B). (3.1)

En particular, cada conjunto Πλ es (1 + 4π)− bi− Lipschitz equivalente a

R2.

Demostración:
Notemos que,

f((−r,−r, r)) = (rcos(−π), rsen(π)) = (−r, 0).

Por otro lado, f((−r, r, r)) = (rcosπ, rsenπ) = (−r, 0).
Por tanto la función f esta bien definida.
Dado que Πλ = Tλ(Π0) y Tλ es una isometría, la segunda parte se sigue de
la primera.
Para probar (3.1), sean A,B ∈ Π0 puntos arbitrarios. Sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que |A| ≥ |B|.
Primero veamos algunas propiedades que tiene la función f . Sea Z = (−r, s, r) ∈
Π0 un punto abitrario.

Afirmación 3.0.6. Para todo µ > 0, f(µZ) = µf(Z).

En efecto,

f(µZ) = f((−µr, µs, µr))
= (µrcos(πµsµr ), µrsen(

πµs
µr ))

= (µrcos(πsr ), µrsen(
πs
r ))

= µ(rcos(πsr ), rsen(
πs
r ))

= µf(Z).

Esta afirmación nos dice que los rayos bajo la función son mandados a líneas
rectas como se ilustra en la Figura 3.1, (los rayos se indican de cierto color y
su imagen aparece del mismo color).
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Figura 3.1: Comportamiento de f en los rayos de Π0

Afirmación 3.0.7. |Z| = ‖f(Z)‖.

En efecto, pues

‖f(Z)‖ = ‖(rcosπs
r
, rsen

πs

r
)‖ =

√
r2cos2

πs

r
+ r2sen2

πs

r
= r = |Z|.

Todos los puntos que tengan la misma norma que Z, es decir, que pertenezcan
a C(|Z|), sus imagenes tendrán la misma norma, es decir, estarán sobre la
misma circunferencia, como se muestra en la Figura 3.2 .

Figura 3.2: Comportamiento de f en el conjunto C(|Z|)
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Otras rectas de la forma C(k) sobre el plano horizontal Π0 y sus imagenes
estan respresentados en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Comportamiento de f en otros conjuntos C(k)

Entonces tenemos por la Afirmación 3.0.6 que para todo A,B ∈ Π0 y
µ ∈ [0,∞)

|f(µA)− f(µB)| = µ|f(A)− f(B)|. (3.2)

Luego, dado que |A| ≥ |B| entonces por la Afirmación 3.0.7 tenemos que
‖f(A)‖ ≥ ‖f(B)‖.

Afirmación 3.0.8. Sea C = ∆(A) ∩ C(|B|), entonces ‖f(A) − f(C)‖ ≤
‖f(A)− f(B)‖.
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Figura 3.4: Comportamiento de f en A, B y C

Esto se ve claramente en la Figura 3.4, pero veamos analíticamente porque
pasa, tenemos que

‖O − f(A)‖ ≤ ‖O − f(B)‖+ ‖f(B)− f(A)‖ = ‖f(B)‖+ ‖f(B)− f(A)‖.

Como f(A) y f(C) estan sobre la recta que une a O con f(A), tenemos que

‖O − f(A)‖ = ‖O − f(C)‖+ ‖f(A)− f(C)‖ = ‖f(C)‖+ ‖f(A)− f(C)‖.

Y dado que ‖f(C)‖ = ‖f(B)‖, se tiene que

‖f(B)‖+ ‖f(A)− f(C)‖ ≤ ‖f(B)‖+ ‖f(B)− f(A)‖.

Por tanto,
‖f(A)− f(C)‖ ≤ ‖f(B)− f(A)‖.

Afirmación 3.0.9. ‖f(C)− f(B)‖ ≤ ‖f(A)− f(B)‖.

Esto también se puede ver fácilmente en la Figura 3.4, y es consecuencia
del hecho de que en un trapecio la longitud de la diagonal es mayor o igual
que la longitud de su base menor.

Ahora lo que vamos a hacer, es mostrar primero que

2dH(C,B) ≤ ‖f(C)− f(B)‖ ≤ 2πdH(C,B). (3.3)
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Para esto, usando la Proposición 1.2.4 y (3.2) podemos asumir que |B| = 1.
Así como C ∈ C(|B)| entonces C y B tienen la forma (−1, s, 1) y (−1, t, 1)
respectivamente, donde vamos a suponer que s ≤ t, y además que t ≥ 0.

Notemos que

‖f(B)− f(C)‖ = 2sen(
π(t− s)

2
)

pues,

‖f(B)−f(C)‖2 = ‖(cosπt, sen πt)− (cosπs, sen πs)‖2
= ‖(cosπt− cos πs, sen πt− sen πs)‖2
= (cosπt− cos πs)2+(sen πt− sen πs)2

= cos2 πt− 2 cosπt cos πs+ cos2 πs+
sen2 πt− 2 sen πt sen πs+ sen2 πs

= −2 cosπt cos πs− 2 sen πt sen πs+ 2
= 2(1− (cosπt cos πs+ sen πt sen πs))
= 2(1− cos(πt− πs)).

Luego, utilizando la identidad trigonométrica 2 sen2 θ = 1− cos 2θ.
Tenemos que

‖f(B)− f(C)‖2 = 4 sen2 π(t− s)

2
.

Por tanto
‖f(B)− f(C)‖ = 2 sen

π(t− s)

2
.

Ahora vamos a ocupar la siguiente desigualdad, que es válida para α ∈ [0, π].
α

π
≤ sen

α

2
≤ α

2
. (3.4)

Caso 1 Si t− s ≤ 1, usando (3.4) tenemos que

π(t− s)

π
≤ sen

π(t− s)

2
≤ π(t− s)

2
,

es decir,

t− s ≤ sen
π(t− s)

2
≤ π(t− s)

2
.

Multiplicando por 2 tenemos

2(t− s) ≤ 2 sen
π(t− s)

2
≤ π(t− s).
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Pero como ‖f(B)− f(C)‖ = 2 sen
π(t− s)

2
, entonces

2(t− s) ≤ ‖f(B)− f(C)‖ ≤ π(t− s). (3.5)

Como s ≤ t, entonces tenemos que |t− s| = t− s, así

dH(B,C) = [(1− s)∧ (t− s)∧ (1 + s)]∨ [(1− t)∧ (t− s)∧ (1 + t)].

Y dado que t ≤ 1 tenemos que t− s ≤ 1− s, y ademas como 0 ≤ t
entonces 1− t ≤ 1 + t.
Con estas desigualdades tenemos que

dH(B,C) = [(1 + s) ∧ (t− s)] ∨ [(1 + t) ∧ (t− s)].

Y por la Proposición 1.2.2

dH(B,C) = (t− s) ∧ [(1 + s) ∨ (1 + t)].

Así dH(B,C) ≤ t− s.
Entonces por (3.5) se tiene que

2dH(B,C) ≤ 2(t− s) ≤ ‖f(B)− f(C)‖.

Por tanto
2dH(B,C) ≤ ‖f(B)− f(C)‖.

Y así ya tenemos la primera parte de lo que queremos probar.
Ahora solo ver falta ver que ‖f(B)− f(C)‖ ≤ 2πdH(A,B).

a) Si t− s ≤ 2
3 .

Dado que (1 + s) + (t− s) + (1− t) = 2, tenemos que
(t− s) ≤ (1 + s) ∨ (1− t) y por tanto

dH(B,C) = t− s.

Entonces,

‖f(B)− f(C)‖ ≤ π(t− s) = πdH(B,C) ≤ 2πdH(B,C).

Y ya tenemos la segunda parte, pero solo, cuando t− s ≤ 2
3 .

b) Ahora, supongamos que t− s ≥ 2
3 .
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Si t ≤ 1
3 .

Entonces −1
3 ≤ −t y 2

3 ≤ 1 − t. Por lo que 2 ≤ 3(1 − t).
Lo que implica que

‖f(B)− f(C)‖ = 2 sen
π(t− s)

2
≤ 2 ≤ 3(1− t).

Entonces por (2.1) tenemos que
Si s ∈ [−1, 2t− 1], entonces dH(B,C) = 1− t y así

‖f(B)− f(C)‖ ≤ 3(1− t) ≤ 3dH(B,C).

Si s ∈ [2t− 1, t], entonces dH(B,C) = t− s, y así
‖f(B)− f(C)‖ = 2 ≤ 3(1− t), si s ∈ [−1, 2t− 1],
‖f(B)− f(C)‖ = π(t− s) = πdH(B,C), si s ∈ [2t− 1, t].

Si 1
3 ≤ t ≤ 1

2 .
Entonces tenemos que −1

2 ≤ −t, así 1
2 ≤ 1− t y por tanto

‖f(B)− f(C)‖ = 2 sen
π(t− s)

2
≤ 2 ≤ 4(1− t).

Por otro lado, como −t ≤ s tenemos que 1 − t ≤ 1 + s y
junto con la desigualdad anterior obtenemos que

‖f(B)− f(C)‖ ≤ 2 ≤ 3(1− t)2 ≤ 4(1 + s).

Por tanto, usando (2.1) se tiene
‖f(B)−f(C)‖ ≤ 2 ≤ 4(1−t) = 4dH(B,C), si s ∈ [−1,−t];
‖f(B)−f(C)‖ ≤ 2 ≤ 4(1+s) = 4dH(B,C), si s ∈ [−t, t−1

2 ];
‖f(B)− f(C)‖ ≤ π(t− s) = πdH(B,C) si s ∈ [ t−1

2 , t].

Si t ≥ 1
2 .

Como t−s ≤ 1 y 1
2 ≤ t entonces 1

2 ≤ 1+s y así 2 ≤ 4(1+s).
Entonces
‖f(B)− f(C)‖ ≤ 2 ≤ 4(1 + s) = 4dH(B,C) si
s ∈ [t− 1, t−1

2 ],
‖f(B)− f(C)‖ ≤ π(t− s) = πdH(B,C) si s ∈ [ t−1

2 , t].



45

Por lo tanto
‖f(B)− f(C)‖ ≤ 2πdH(B,C).

Caso 2 t− s ≥ 1.
Como

sen
π(2− (t− s))

2
= sen(π − π(t− s)

2
)

= sen π cos
π(t− s)

2
−sen

π(t− s)

2
cos π

= sen
π(t− s)

2
,

tenemos que

‖f(B)− f(C)‖ = 2 sen
π(2− (t− s))

2
.

Usando la desigualdad (3.4) tenemos que

π(2− (t− s))

π
≤ sen

π(2− (t− s))

2
≤ π(2− (t− s))

2
,

2− (t− s) ≤ sen
π(2− (t− s))

2
≤ π(2− (t− s))

2
.

Así

2(2− (t− s)) ≤ 2 sen
π(2− (t− s))

2
≤ π(2− (t− s)).

Es decir,

(2− (t− s)) ≤ ‖f(B)− f(C)‖ ≤ π(2− (t− s)). (3.6)

Afirmación 3.0.10. (1−t)∨(1+s) ≤ 2−(t−s) ≤ 2[(1−t)∨(1+s)].

Para la primera desigualdad observemos que como −1 ≤ s entonces
0 ≤ 1 + s. Y como t ≤ 1 se tiene 0 ≤ 1− t.
Dado que

(s+ 1) + (1− t) = 2− (t− s),
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tenemos que

(s+ 1) ≤ (s+ 1) + (1− t) = 2− (t− s),

y
(1− t) ≤ (s+ 1) + (1− t) = 2− (t− s).

Así
(1− t) ∨ (1 + s) ≤ 2− (t− s).

Ahora, para la segunda desigualdad tenemos que

Si 1− t ≤ 1 + s, entonces

2− (t− s) = (1− t) + (1 + s) ≤ 2(1 + s) = 2[(1− t)∨ (1 + s)].

1 + s ≤ 1− t, entonces

2− (t− s) = (1− t) + (1 + s) ≤ 2(1− t) = 2[(1− t) ∨ (1 + s)].

Por tanto,

(1− t) ∨ (1 + s) ≤ 2− (t− s) ≤ 2[(1− t) ∨ (1 + s)].

Recordemos que dH(B,C) = (t− s) ∧ [(s+ 1) ∨ (1− t)].
Ahora, vamos a mostrar que

dH(B,C) = (1− t) ∨ (1 + s).

Si t+ s ≤ 0 y t ≤ 1
3 , entonces s ≤ −t y así 1 + s ≤ 1− t

Como estamos en el caso en que t− s ≥ 1, entonces

s ≤ t− 1.

Luego como t− 1 ≤ 2t− 1 pues t ≥ 0 tenemos

t ≤ 1
3 y −1 ≤ s ≤ 2t− 1.

Entonces por (2.1)

dH(B,C) = 1− t = (1− t) ∨ (1 + s).
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Si s+ t ≤ 0 y t ≥ 1
3 , entonces s ≤ −t y por (2.1)

dH(B,C) = 1− t = (1− t) ∨ (1 + s).

Por otro lado,

Si s+ t ≥ 0, entonces −t ≤ s y así 1− t ≤ 1+s. Luego tenemos
que t ≥ 1

3 , pues de lo contrario, si t < 1
3 , como −s ≤ t entonces

s ≤ 1
3 y así

t− s <
2

3
< 1.

lo cual contradice la hipótesis de que t− s ≥ 1.
Asimismo s ≤ 0, pues como t− s ≥ 1 tenemos que t ≥ 1 + s y
como a su vez t ≤ 1, 1 + s ≤ t ≤ 1 y por tanto s ≤ 0.
Además, dado que 1 ≤ t− s y 1

3 ≤ t ≤ 1 tenemos que 1 + s ≤
t ≤ t− s. Entonces 2s ≤ t− 1. Por tanto,

−t ≤ s ≤ t− s

2
.

Así, con lo anterior y por (2.1) tenemos que

dH(B,C) = 1 + s = (1− t) ∨ (1 + s).

Por tanto,
dH(B,C) = (1− t) ∨ (1 + s).

Ahora con esto y por la Afirmación 3.0.10 tenemos que

dH(B,C) ≤ 2− (t− s) ≤ 2dH(B,C).

Luego por (3.6) tenemos que (3.3) se cumple, que es lo que queria-
mos probar primero.

Ya que tenemos eso, observemos que

‖f(A)− f(C)‖ = dH(A,C).

En efecto, sea A0 con |A0| = 1 de tal manera que ∆(A) = ∆(A0). Entonces
C = µ1A0 y A = µ2A0 para algunas µ1 y µ2 con µ1 ≤ µ2. Entonces tenemos
que
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‖f(A)−f(C)‖ = ‖f(µ2A0)− f(µ1A0)‖
= ‖µ2f(A0)− µ1f(A0)‖
= ‖(µ2 − µ1)f(A0)‖
= (µ2 − µ1)‖f(A0)‖

y por la Afirmación 3.0.7 tenemos que

‖f(A)− f(C)‖ = µ2 − µ1

Por otro lado, notese que dH(A,C) ≤ µ2−µ1. Y dado que A ∈ Πµ2 y C ∈ Πµ1 ,
por Lema 2.1.1 tenemos que dH(A,C) ≥ µ2 − µ1.
Por tanto

dH(A,C) = µ2 − µ1 = ‖f(A)− f(C)‖. (3.7)
Luego, por la desigualdad del triángulo tenemos que

dH(A,B) ≤ dH(A,C) + dH(C,B).

La igualdad (3.7) y (3.3) implican

dH(A,C) ≤ ‖f(A)− f(C)‖+ 1

2
‖f(C)− f(B)‖.

Luego por la Afirmación 3.0.8 tenemos que

dH(A,C) ≤ 3

2
‖f(A)− f(B)‖. (3.8)

Por otro lado, tenemos que

‖f(A)− f(B)‖ ≤ ‖f(A)− f(C)‖+ ‖f(C)− f(B)‖.

Luego la igualdad (3.7) y (3.3) implican

‖f(A)− f(B)‖ ≤ dH(A,C) + 2πdH(B,C).

Y usando el Lema 2.1.10 tenemos que

‖f(A)− f(B)‖ ≤ dH(A,B) + 4πdH(A,B) = (1 + 4π)dH(A,B). (3.9)

Por tanto, por las desigualdades (3.8) y (3.9)

2

3
dH(A,B) ≤ ‖f(A)− f(B)‖ ≤ (1 + 4π)dH(A,B).

†
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Teorema 3.0.11. F3(R) es (3 + 4π)− bi− Lipschitz equivalente a R3.

Demostración:
Definamos la función F : F3(R) −→ R3 como

F ((r, s, t)) =

(
r − t

2
cos

2π(s− r)

t− r
,
r − t

2
sen

2π(s− r)

t− r
,
t+ r

2

)
(3.10)

y mostraremos que F es el encaje bi-Lipschitz que se requiere.
Claramente F esta bien definida.
Notemos que los punto de la forma (r, r, r) con r ∈ R, bajo la función serán
mandados a puntos de la forma (0, 0, r), es decir,

F ((r, r, r)) = (0, 0, r).

Así también, para los puntos (−r, s, r) ∈ Π0 tenemos que

F ((−r, s− r)) =
(
r cos

πs

r
, r sen

πs

r
, 0
)
.

Es decir, tenemos que la restricción de F a Π0 es la función f definida en el
Teorema 3.0.5 .
Ahora, sean A,B ∈ F3(R) puntos arbitrarios.
Como ya dijimos en la Proposición 1.2.3 las traslaciones son isometrías. Así
que

dH(λ+ A, λ+B) = dH(A,B). (3.11)

Afirmación 3.0.12. F (λ + Z) = F (Z) + (0, 0, λ) para todo Z = (r, s, t) ∈
F3(R).

En efecto,
F (λ+Z) = F ((λ+ r, λ+ s, λ+ t))

=
(

(λ+r)−(λ+t)
2 cos 2π((λ+s)−(λ+r))

(λ+t)−(λ+r) ,
(λ+r)−(λ+t)

2 sen 2π((λ+s)−(λ+r))
(λ+t)−(λ+r) , (λ+t)+(λ+r)

2

)

=
(

r−t
2 cos 2π(s−r)

t−r , r−t
2 sen 2π(s−r)

t−r , λ+ t+r
2

)

=
(

r−t
2 cos 2π(s−r)

t−r , r−t
2 sen 2π(s−r)

t−r , t+r
2

)
+ (0, 0, λ)

= F (Z) + (0, 0, λ).
Como consecuencia de esta afirmación tenemos que para todo λ ∈ R
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‖F (λ+A)−F (λ+B)‖ = ‖F (A)+(0, 0, λ)−(F (B)+(0, 0, λ))‖
= ‖F (A)− F (B)‖.

Así, por esto y (3.11) podemos asumir que B ∈ Π0.
Ahora, sea C = Γ(A) ∩Π0, entonces tenemos que A,C ∈ Γ(A) y B,C ∈ Π0.

Afirmación 3.0.13. ‖F (A)−F (B)‖2 = ‖F (A)−F (C)‖2+‖F (C)−F (B)‖2.

Además tenemos que ‖F (A)− F (C)‖ = dH(A,C), dado que

‖F (A)−F (C)‖ = ‖F (A)− F (A+ λ)‖, para algún λ ∈ R
= ‖F (A)− F (A)− (0, 0, λ)‖, por la Afirmación 3.0.12
= ‖(0, 0, λ)‖
= |λ|
= dH(A,C) por el Lema 2.1.1.

Como B,C ∈ Π0, entonces F (B) = f(B) y F (C) = f(C) y por (3.1)
tenemos que

2

3
dH(B,C) ≤ ‖F (B)− F (C)‖ ≤ (1 + 4π)dH(B,C). (3.12)

Por otro lado, el Lema 2.1.7 implica que

dH(B,C) ≤ 2dH(A,B). (3.13)

Y el Lema 2.1.1 que
dH(A,C) ≤ dH(A,B). (3.14)

Así por la desigualdad del triángulo, la desigualdad (3.12) y Afirmación 3.0.13
tenemos que

dH(A,B) ≤ dH(A,C) + dH(C,B)

≤ ‖F (A)− F (C)‖+ 3

2
‖F (C)− F (B)‖

≤ 2‖F (A)− F (B)‖.

Y también por desigualdad del triángulo, (3.13) y (3.14) se tiene

‖F (A)− F (B)‖ ≤ ‖F (A)− F (C)‖+ ‖F (C)− F (B)‖
≤ dH(A,C) + (1 + 4π)dH(C,B)
≤ (3 + 4π)dH(A,B).
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Por lo tanto

1

2
dH(A,B) ≤ ‖F (A)− F (B)‖ ≤ (3 + 4π)dH(A,B).

Y por lo tanto F es K-bi-Lipschitz con K ≥ 3 + 4π. Con lo cual comple-
tamos la demostración. †
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Capítulo 4

Geometría de Fn(R)

Para comenzar esta sección vamos a discutir sobre geodésicas e isometrías
en Fn(R). Para eso vamos a dar las definiciones siguientes:

Definición 4.0.14. Un arco abierto γ es un encaje γ : (s, t) −→ Fn(R),
donde (s, t) es un intervalo abierto y γ[(s, t)] ⊂ Fn(R).

Vamos también a identificar a γ como γ[(s, t)] ⊂ Fn(R) .

Definición 4.0.15. Un arco abierto γ ⊂ Fn(R) es una geodésica si

dH(A,B) = dH(A,C) + dH(C,B)

para cada A,C,B ∈ γ ordenados.

Observemos que tanto los rayos, como las líneas verticales pueden ser
consideradas como un encaje isométrico de (0,+∞) y R en Fn(R), respec-
tivamente. Pues, si ∆ es un rayo, entonces ∆ = ∆(A) para alguna A, con
|A| = 1. Así ∆ = h((0,+∞)), donde h(µ) = µA, entonces tenemos que
dH(h(µ1), h(µ2)) = |µ1 − µ2|. Similarmente, si Γ(A) es una línea vertical,
tenemos Γ(A) = g(R), donde g(λ) = λ+A y así dH(g(λ1), g(λ2)) = |λ1−λ2|.
Con esto tenemos que tanto los rayos como las líneas verticales son geodési-
cas.
Nuestra prioridad es mostrar que

Γ(0) = {Tλ(0) : λ ∈ R} = {(λ, . . . , λ) : λ ∈ R},

tiene una propiedad que no comparte con otras líneas verticales. Esta pro-
piedad tiene una gran importancia para probar un teorema sobre isometrías,

53
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en F3(R) [[2] , Teorema 9, página 11].
Por simplicidad vamos a denotar a Γ(O) por Γ0.
Primero discutiremos un tipo de geodésica.
Sea A′ = (a1, a2, . . . , an) /∈ Γ0 algún punto en Fn(R) con a1 + an ≥ 0.
Sean γ1 = ∆(A′) y γ2 = {(u, u, . . . , u) : u ≤ 0}.
Por lo anterior ya tenemos que tanto γ1 como γ2 son geodésicas. Pero ahora,
más que eso, γ1 ∪ γ2 es una geodésica. La Figura 4.1 nos muestra como es la
unión de estas geodésicas para el caso de F3(R).

Figura 4.1: Geodésica en F3(R)

Veámoslo en la siguiente Proposición.

Proposición 4.0.16. Dadas dos geodesicas γ1 y γ2, definidas como antes,
se tiene que γ1 ∪ γ2 también es una geodésica.

Demostración:
Dados dos puntos cualesquiera tenemos tres opciones:

1) Los dos puntos esten en γ1, si es así entonces no hay nada que probar ya
que γ1 es una geodésica.

2) Los dos puntos esten en γ2, tenemos un caso análogo a opción 1.

3) Sean A ∈ γ1 y B ∈ γ2. Para esto solo basta ver que

dH(A,B) = dH(A,O) + dH(O,B).
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Como A ∈ γ1 entonces A = µA′, con µ > 0.
Y como B ∈ γ2 entonces B = (u, u, . . . , u) con u ≤ 0.
Como a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an, y como µ > 0, entonces

µa1 ≤ µa2 ≤ · · · ≤ µan,

y así
µa1 − u ≤ µa2 − u ≤ · · · ≤ µan − u.

Además como tenemos que a1 ≤ an dado el orden en la n-tupla, y como
−a1 ≤ an pues a1 + an ≥ 0. Tenemos que

0 ≤ an.

Como µ > 0 y u ≤ 0, entonces

0 ≤ µan − u = |µan − u|.

Por tanto

dH(A,B) = máxµai∈A dist(µai, B) ∨máxu∈B dist(u,A)
= máxµai∈A |µai − u| ∨| µan − u|
= máxµai∈A |µai − u|
= µan − u.

Luego por otro lado

dH(A,O) = máx{|µai| : ai ∈ A′} = µan.

Y
dH(O,B) = −u.

Por tanto
dH(A,B) = dH(A,O) + dH(O,B).

†
Debido a la invarianza bajo traslaciones verticales Tλ, este tipo de geodé-

sicas se pueden construir empezando con un punto arbitrario C ∈ Γ0.
El siguiente lema nos muestra que todas las geodésicas que contienen un
punto de Γ0 son de este tipo.
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Lema 4.0.17. Sea γ una geodésica y sea C el punto en γ ∩ Γ0. Si hacemos
γ = γ1 ∪ {C} ∪ γ2. Entonces γ1 ⊂ Γ0 o γ2 ⊂ Γ0.

Demostración:
Obsérvese que el siguiente resultado que vamos a probar es más general que
el Lema.
Sean A,B ∈ Fn(R). Si exite un singular C ∈ Γ0 tal que dH(A,B) =
dH(A,C) + dH(A,B). Entonces A ∈ Γ0 o B ∈ Γ0.

No hay nada que probar si C = A o C = B. Supongamos que C += A y
C += B.
Aplicandole una traslación vertical, si es necesario, asumamos que C = O.
Sean A = (r, a2, . . . , an−1, t) y B = (u, b2, . . . , bn−1, w). Entonces

dH(A,O) = |r| ∨| t| y dH(B,O) = |u| ∨| w|.

Usando una conjugación, si es necesario, supongamos que |r| ∨| t| ∨| u| ≤ w.
De aquí notemos que 0 ≤ w.
Ahora procedamos por contradicción. Supongamos que A /∈ Γ0 y B /∈ Γ0, o
equivalentemente, que r += t y u += w.

Caso 1 |r| < |t|
Como r ≤ t dado el orden de la n-tupla y como dijimos que r += t
tenemos que

r < t.

Luego t > 0 pues si t ≤ 0 entonces r < 0 y tendriamos que |t| < |r|,
lo cual no puede ser.
Así

dH(A,O) + dH(O,B) = w + t.

Por otro lado notemos lo siguente

dist(w,A) < w + t pues

|w − r| ≤ |w|+ |r| < w + |t| = w + t.

Como para todo i = 2, . . . , n−1, r ≤ ai ≤ t y |r| ≤ |t| tenemos
que |ai| ≤ t. Así para todo i = 2, . . . , n− 1

|w − ai| ≤ |w|+ |ai| ≤| w|+ |t| = w + t.
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Por tanto

dist(w,A) = mı́n{|w − r|, |w − ai|, |w − t| : i = 2, . . . , n− 1}
< w + t.

dist(u,A) < w + t pues

|u− r| ≤| u|+ |r| ≤ w + |r| < w + t.

Para todo i = 2, . . . , n− 1 se tiene que |u− ai| ≤| w|+ |ai| ≤
w + t. Además

|u− t| ≤| u|+ |t| ≤ w + t.

Por tanto

dist(u,A) = mı́n{|u− r|, |u− ai|, |u− t| : i = 2, . . . , n− 1}
< w + t.

Análogamente tenemos que
dist(bi, A) < w + t para todo i = 2, . . . , n− 1,
dist(r, B) < w + t,
dist(ai, B) < w + t para todo i = 2, . . . , n− 1,
dist(t, B) < w + t.

Con todo esto, tenemos que

dH(A,B) = dist(r, B) ∨ dist(ai, B) ∨ dist(t, B)∨
dist(u,A) ∨ dist(bi, A) ∨ dist(w,A)

< w − r.

Y así,
dH(A,B) < w + t = dH(A,O) + dH(O,B).

Lo que contradice la hipótesis.

Caso 2 |r| ≥ |t|.
Dado que r < t, tenemos que r < 0. Entonces

dH(A,O) + dH(O,B) = w − r.

Notemos que análogamente al caso anterior tenemos que
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dist(u,A) < w − r,
dist(bi, A) < w − r para todo i = 2, . . . , n− 1,
dist(w,A) < w − r,
dist(r, B) < w − r,
dist(ai, B) < w − r para todo i = 2, . . . , n− 1,
dist(t, B) < w − r.

Por tanto
dH(A,B) < w − r.

Y así,
dH(A,B) < w − r = dH(A,O) + dH(O,B).

Lo cual es una contradicción.

Por tanto A ∈ Γ0 o B ∈ Γ0. Y así se concluye la prueba del lema.
†

El Lema 4.0.17 nos dice que cada geodésica que contenga un singular,
comparte un arco común con Γ0. En particular, dado un singular C y tres
geodésicas γ1, γ2, γ3 que contengan a C, tenemos que al menos una de las
intersecciones: γ1∩γ2∩Γ0, γ1∩γ3∩Γ0 o γ2∩γ3∩Γ0 contiene un arco abierto.
En contraste, el siguiente lema nos muestra que cada k-tupla con k > 1 esta
contenida en al menos k + 2 geodésicas que tengan solamente este punto en
común.

Lema 4.0.18. Dada k ≥ 2, para cada k-tupla A = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Fn(R)
existen k + 2 geodésicas γ1, γ2, . . . , γk+1, γk+2 tales que γm ∩ γl = {A} para
cada m += l.

Demostración:
Sea

ε =
1

4
[(a2 − a1) ∧ (a3 − a2) ∧ · · · ∧ (ak − ak−1)].

Entonces para cada m = 1, 2, . . . , k definimos γm : (−ε, ε) −→ Fn(R) por

γm(x) = (a1, a2, . . . , am−1, am + x, am+1, . . . , ak).
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Y también, definimos γk+1(A) = Γ(A) y γk+2(A) = ∆(A), las cuales ya
sabemos que son geodésicas.
Veamos que en efecto γ1, . . . , γk son geodésicas.
Sean A = (a1, . . . , ak) ∈ Fn(R), m ∈ {1, . . . , k}, B, C, D ∈ γm puntos
ordenados, entonces

B = γ(x1) = (a1, . . . , am−1, am + x1, . . . , ak),
C = γ(x2) = (a1, . . . , am−1, am + x2, . . . , ak),
D = γ(x3) = (a1, . . . , am−1, am + x3, . . . , ak),

con x1, x2, x3 ∈ (−ε, ε) tales que x1 ≤ x2 ≤ x3, pues tenemos que B, C y D
estan ordenados.
Por definición tenemos que
dH(B,D) = dist(ai, D) ∨ dist(am + x1, D) ∨ dist(ai, B) ∨ dist(am + x3, B)

con i = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , k.
Como ai ∈ B ∩D, entonces dist(ai, D) = 0 = dist(ai, B), así
dH(B,D) = 0 ∨ dist(am + x1, D) ∨ 0 ∨ dist(am + x3, B)

= dist(am + x1, D) ∨ dist(am + x3, B)
= mı́n{|am + x1 − dk : dk ∈ D} ∨mı́n{am + x3 − bk : bk ∈ B}
= mı́n{am + x1 − a1, . . . , am + x1 − am−1, am + x3 − (am + x1),
am+1 − (am + x1), . . . , ak − (am + x1)} ∨mı́n{am + x3 − a1,
. . . , am + x3 − am−1, am + x3 − (am + x1), am+1 − (am + x3),
. . . , ak − (am + x3)}

= (x3 − x1) ∨ (x3 − x1)
= x3 − x1.

Análogamente tenemos que dH(B,C) = x2 − x1 y dH(C,D) = x3 − x2. Por
tanto

dH(B,D) = dH(B,C) + dH(C,D).

Y así γ1, γ2, . . . , γk, γk+1, γk+2 son las geodésicas requeridas. †

Como caso particular para n = 3 tenemos que las geodésicas requeridas
para A = (r, s, t) ∈ F3(R) son las siguientes cinco:
Sea ε = 1

4 [(s− r) ∧ (t− s)],

γ1(A) = {(r + x, s, t) : x ∈ (−ε, ε)},
γ2(A) = {(r, s+ x, t) : x ∈ (−ε, ε)},
γ3(A) = {(r, s, t+ x) : x ∈ (−ε, ε)},
γ4(A) = Γ(A),
γ5(A) = ∆(A).
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Como vimos al principio, las transformaciones Tλ y Rλ son isometrías de
Fn(R). Estas isometrías son inducidas de las isometrías de R. El siguiente
teorema nos muestra que todas las isometrías en F3(R) son inducidas por
isometrías en R. Pero antes una observación.

Observación 4.0.19. Sean F : Fn(R) −→ Fn(R) un isometría y γ una
geodésica en Fn(R), entonces F (γ) también es una geodésica.

Teorema 4.0.20. Por cada isometría F : F3(R) −→ F3(R), existe una
isometría f : R −→ R tal que F (A) = (f(r), f(s), f(t)) para cada A =
(r, s, t).

Demostración:
Por Lema 4.0.17 y Lema 4.0.18 tenemos que

F (Γ0) = Γ0.

Supongamos que F (O) = O, si no es así aplicamos una traslación.
Como F es una isometría entonces tenemos que para cada C ∈ Γ0,

|C| = dH(O,C) = dH(F (O), F (C)) = dH(O,F (C)) = |F (C)|,

entonces

F (C) = C o F (C) = C.

Usando la reflexión R0 si es necesario, supongamos que F (C) = C para todo
C ∈ Γ0.
Vamos a mostrar que F es la función identidad.

Sea A = (r, s, t) con r < t, o sea que card(A) = 2 o card(A) = 3, y sea
F (A) = (r′, s′, t′).

Elijamos λ1, λ2 ∈ R de tal manera que

λ1 < r ∧ r′ y λ2 > t ∨ t′.

Hagamos C1 = (λ1, λ1, λ1) y C2 = (λ2, λ2, λ2). Entonces como λ1 ≤ r y
r ≤ s < t tenemos que

dH(A,C1) = |λ1 − r| ∨| λ1 − s| ∨| λ1 − t| = t− λ1.
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Análogamente,

dH(F (A), F (C1)) = |λ1 − r′| ∨| λ1 − s′| ∨| λ1 − t′| = t′ − λ1.

Y dado que F es una isometría y F (C1) = C1 se tiene que

t− λ1 = dH(C1, A) = dH(C1, F (A)) = t′ − λ1,

es decir, t′ = t.
Similarmente tenemos que

λ2 − r = dH(C2, A) = dH(C2, F (A)) = λ2 − r′,

es decir, r′ = r.

Entonces, hasta el momento tenemos que dado A = (r, s, t) con r < t, la
imagen de A bajo F es, F (A) = (r, s′, t).
Por tanto, tenemos que F preserva cada conjunto Πλ, así como también los
subconjuntos C(ρ) = {A ∈ Πλ : |A| = ρ} de Πλ para cada ρ > 0.

Afirmación 4.0.21. Dado B = (r, s, t) ∈ F3(R) con card(B) = 3, tenemos
que la geodésica γ2(B) = {(r, s+x, t) : x ∈ (−ε, ε)} con ε = [(s−r)∧(t−s)]/4,
contiene a B y se queda contenida en Π(r+t)/2 ∩ C(|B|).

Pues por una parte claramente B ∈ γ2, y también se da que γ2 ⊂ Π(r+t)/2∩
C(|B|) ya que dado β ∈ γ2(B), β = (r, s+ a, t) para alguna a ∈ (−ε, ε).
Como

r =
r + t

2
− t− r

2
,

t =
r + t

2
+

t− r

2
.

Además,

s+ a =
r + t

2
+ y con y = s+ a− r + t

2
.

Dado que a ∈ (−ε, ε), tenemos que −s− r

4
≤ a ≤ t− s

4
, así

s+

(
−s− r

4

)
−

(
r + t

2

)
≤ y ≤ s+

t− s

4
− r + t

2
,
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s− (s− r)−
(
r + t

2

)
≤ y ≤ s+ (t− s)− r + t

2
,

−t− r

2
≤ y ≤ t− r

2
.

Es decir, β =

(
r + t

2
− k,

r + t

2
+ y,

r + t

2
+ k

)
con k = t−r

2 ∈ [0,∞) y

−k ≤ y ≤ k. Así β ∈ Π(r+t)/2.
Y por último notemos que |β| = |r|∧|t| = |B|, entonces β ∈ Π(r+t)/2∩C(|B|).
Por tanto γ2 ⊂ Π(r+t)/2 ∩ C(|B|).

Afirmación 4.0.22. No hay geodésicas que contengan al punto A = {r, t} y
esten contenidas en Π(r+t)/2 ∩ C(|A|).

Pues si γ es un arco tal que A ∈ γ ⊂ Π r+t
2
∩ C(|A|), entonces existe ε > 0

lo suficientemente pequeño tal que los puntos:

A1 = (r, t− ε
2 , t),

A2 = (r, t− ε
3 , t),

A3 = (r, r + ε
2 , t),

esten contenidos en γ y satifagan que

dH(A1, A2)= dist(r, A2) ∨ dist(t− ε
2 , A2) ∨ dist(t, A2) ∨ dist(r, A1)∨

dist(t− ε
3 , A1) ∨ dist(t, A1)

= 0 ∨ dist(t− ε
2 , A2) ∨ 0 ∨ 0 ∨ dist(t− ε

3 , A1) ∨ 0
= dist(t− ε

2 , A2) ∨ dist(t− ε
3 , A1)

= |t− ε
2 − t+ ε

3 | ∧| t−
ε
2 − r|

= | ε2 −
ε
3 |

= ε
6 ,

dH(A2, A3)= dist(t− ε
3 , A3) ∨ dist(r + ε, A2)

=
(
|t− ε

3 − t| ∧| t− ε
3 − (r + ε)|

)
∨(

|r + ε− r| ∧| r + ε− (t− ε
3)|

)

= |t− ε
3 − (r + ε)| ∨

(
ε ∨ ε

3

)

= ε,
dH(A1, A3)= dist(t− ε

2 , A3) ∨ dist(r + ε, A3)
=

(
|t− ε

2 − t| ∧| t− ε
2 − (r + ε)|

)
∨
(
|r + ε− (t− ε

2)| ∧ ε
)

= |t− ε
2 − (r + ε)| ∨

(
ε ∨ ε

2

)

= ε.
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Así tenemos que

dH(A1, A3) += dH(A1, A2) + dH(A2, A3).

Por tanto γ no es una geodésica.
Ahora veamos que todos los puntos A ∈ F3(R) con card(A) = 2 son fijados
por F . En efecto pues si A = {r, t} va bajo F a un punto de tres elementos
entonces por la Afirmación 4.0.21 hay una geodésica que contiene a F (A).
Y por otro lado, tenemos que F preserva tanto a Π(r+t)/2 como a C(|A|) y
además por la Observación 4.0.19 F manda geodésicas en geodésicas, esto
contradice la Afirmación 4.0.22.

Finalmente nos queda mostrar que todos los puntos A ∈ F3(R) con
card(A) = 3 son fijados por F .

Sea A = (r, s, t). Entonces tenemos que F (A) = (r, s′, t) para alguna
s′ ∈ [r, t].
Por el momento vamos a denotar al punto (r, r, t) = (r, t, t) = {r, t}.
Notemos que F ({r, t}) = {r, t} y además que
dH({r, t}, (r, s, t)) = dist(r, (r, s, t)) ∨ dist(t, (r, s, t)) ∨ dist(r, {r, t})∨

dist(s, {r, t}) ∨ dist(t, {r, t})
= 0 ∨ 0 ∨ 0 ∨ dist(s, {r, t}) ∨ 0 ∨ 0
= dist(s, {r, t})
= (s− r) ∧ (t− s).

Como dH({r, t}, (r, s, t)) = dH(F ({r, t}, F ((r, s, t))) = dH({r, t}, (r, s′, t)).
Tenemos que

(s− r) ∧ (t− s) = (s′ − r) ∧ (t− s′).

Para saber la forma de s′ tenemos varios casos:

Si s− r ≤ t− s entonces s− r = (s′ − r) ∧ (t− s′).

• Si s′ − r ≤ t− s, entonces s− r = s′ − r. Y tenemos que s = s′.
• Si t− s ≤ s′ − r, entonces s− r = t− s′. Así s′ = t+ r − s.

Si t− s ≤ s− r, entonces t− s = (s′ − r) ∧ (t− s′).

• Si s′ − r ≤ t− s′, entonces t− s = s′ − r. Y así s′ = t+ r − s.
• Si t− s′ ≤ s′ − r, entonces t− s = t− s′. Por tanto s′ = s.
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Así

s′ = s o s′ = r + t− s. (4.1)

Dado que la isometría F deja el conjunto Π(r+t)/2 ∩ C(|A|) invariante, en
particular tenemos que

F ((r, (r + t)/2, t)) = (r, (r + t)/2, t).

Debido a la continuidad de F es suficiente mostrar que F ((r, s̃, t)) = (r, s̃, t)
para alguna s̃ ∈ (r, t) y s̃ += (r + t)/2.
Sea A1 = {r, s̃, t} con s̃ =

5t+ 3r

8
.

Hagamos A2 = {r, s̃′, t} donde s̃′ = r + t+−s̃ =
5r + 3t

8
.

Entonces por (4.1) tenemos que

F (A1) = A1 o F (A1) = A2.

Luego, sea B =

(
r,
9r + 7t

16
,
r + 7t

8

)
.

Como
9r + 7t

16
=

1

2

(
r +

r + 7t

8

)
,

tenemos que

F (B) = B.

Luego, tenemos que

dH(B,A1) = dist

(
9r + 7r

16
, A1

)
=

5t+ 3r

8
− 9r + 7t

16
=

3(t− r)

16
.

Pues

r ≤ 9r + 7t

16
≤ 5t+ 3r

8
≤ r + 7t

8
≤ t.

Así,
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dH(B,A1) = dist
(
5t+3r

8 , B
)
∨ dist(t, B) ∨ dist

(
9r+7t
16 , A1

)
∨ dist( r+7t

8 , A1)

=
[(

r+7t
8

)
∧
(
5t−3r

8 − 9r+7t
16

)]
∨
[
t− r+7t

8

]
∨

[(
9r+7t
16 − r

)
∧
(
5t+3r

8 − 9r+7t
16

)]
∨

[(
t− r+7t

8

)
∧
(
r + 7t

8
− 5t+3r

8

)]

=
[
1
4(t− r) ∧ 3

16(t− r)
]
∨ 1

8(t− r)∨
[

7
16(t− r) ∧ 3

16(t− r)
]
∨
[
1
8(t− r) ∧ 1

4(t− r)
]

= 3
16(t− r) ∨ 1

8(t− r) ∨ 3
16(t− r) ∨ 1

8(t− r)

= 3
16(t− r).

Análogamente tenemos que

dH(B,A2) = dist

(
r + 7t

8
, A2

)
= t− r + 7t

8
=

t− r

8
.

Así tenemos que
dH(B,A1) += dH(B,A2).

Dado que F es una isometría y F (B) = B tenemos que
dH(F (B), F (A1)) = dH(B,A1) += dH(B,A2).

Es decir, que
dH(B,F (A1)) += dH(B,A2).

Así
F (A1) += A2.

Por tanto
F (A1) = A1

como se queria probar.
Nótese que este proceso lo podemos hacer para un conjunto denso en el in-
tervalo (r, t) y por continuidad, F es la identidad en todo el intervalo (r, t).
Por tanto tenemos que F deja fijos a los elementos de F3(R) de cardinalidad
uno, dos y tres. Por tanto F es la función identidad salvo reflexiones.

†
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Capítulo 5

Encajes de Fn(R) en espacios
Euclidianos

La pregunta que motiva este trabajo es,
Pregunta 1. ¿Para n ≥ 4, Fn(R) es homemorfo a algún subconjunto de
Rn+1?.
A continuación se presentan algunos resultados para la solución a esta pre-
gunta, ultilizando encajes bi-Lipschitz.
S denotará la circunferencia unitaria en el plano complejo, mientras que Sn

es la esfera de dimensión n en Rn+1 y Fn(S) el n-ésimo producto simétrico
de S.

Teorema 5.0.23. Sea n ≥ 4 y m ≥ n. Supongamos que hay un encaje bi-
Lipschitz de Fn−1(S) en Sm−1 en Rm. Entonces existe un encaje bi-Lipschitz
de Fn(R) en Rm+1.

Demostración:
La demostración de este teorema estará dividida en tres partes, la primera
comienza con la siguiente afirmación

Afirmación 5.0.24. El conjunto S = {(−1, a2, a3, . . . , an−1, 1) ∈ Fn(R) :
−1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ 1} puede ser encajado en Fn−1(S) por una
función bi-Lipschitz.

Para probar esta afirmación definamos la función h : S → Fn−1(S) por

h((−1, a2, a3, . . . , an−1, 1)) = {−1, eiπa2 , eiπa3 , . . . , eiπan−1}.

67
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Sean A,B ∈ S puntos arbitrarios distintos. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que
dH(A,B) = dist(s, B) = |s− t| para algún s ∈ A y algún t ∈ B.
Notemos que s +∈ {−1, 1}, pues si s = −1 o s = 1, entonces dist(−1, B) = 0
o dist(1, B) = 0, lo cual no puede ser pues A += B.
Entonces dist(eiπs, h(B)) = |eiπs − eiπt|.

Notemos que dH(eiπ, h(B)) = |eiπs − eiπt| = 2 sen
π|s− t|

2
, pues

|eiπs−eiπt| = |(cosπs+i sen πs)−(cosπt+i sen πt)|
= |(cosπs−cos πt)+i(sen πs−senπt)|.

Luego, por las identidades trigonométricas:

sen x− sen y = 2 cos

(
x+ y

2

)
sen

(
x− y

2

)
,

cosx− cosy = −2 sen

(
x+ y

2

)
sen

(
x− y

3

)
,

tenemos que
|eiπs−eiπt| =

∣∣∣−2 sen
(

π(s+t)
2

)
sen

(
π(s−t)

2

)
+ 2i cos

(
π(s+t)

2

)
sen

(
π(s−t)

2

)∣∣∣

=
∣∣∣2 sen

(
π(s−t)

2

) [
i cos

(
π(s+t)

2

)
− sen

(
π(s+t)

2

)]∣∣∣

=
∣∣∣2 sen

(
π(s−t)

2

)∣∣∣

= 2 sen π|s−t|
2 , pues |s− t| ≤ 2.

Luego por la desigualdad (3.4) tenemos que

|eiπs − eiπt| = 2 sen
π|s− t|

2
≥ 2|s− t|.

Dado que dH(h(A), h(B)) ≥ dist(eiπs, h(B)) y dH(A,B) = |s−t|, se concluye
que

dH(h(A), h(B)) ≥ 2dH(A,B).

Por otro lado, tenemos que
dH(h(A), h(B)) = dist(eiπp, h(B)) para algún p ∈ A o dH(h(A), h(B)) =
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dist(eiπq, h(A)) para algún q ∈ B. Sin pérdida de generalidad suponga-
mos que dH(h(A), h(B)) = dist(eiπq, h(A)) para algún q ∈ B. Entonces
dH(h(A), h(B)) = |eiπq − eiπu| para algún u ∈ A.
Notemos que q +∈ {−1, 1}. En particular tenemos que dist(q, A) = |q − u|.
Así,

dH(h(A), h(B))= |eiπq − eiπu|
= 2 sen |q−u|

2

≤ π|q − u|, por la desigualdad (3.4)
= πdist(q, A)
≤ πdH(A,B).

Por lo tanto

2dH(A,B) ≤ dH(h(A), h(B)) ≤ πdH(A,B).

Y con esto concluimos la Afirmación.

Ahora supongamos que existe un encaje bi-Lipschitz de Fn−1(S) en Sm−1.
Usando la función h, podemos ver que exite un encaje bi-Lipschitz de S en
Sm−1, llamemosle a este encaje f .
Ahora, definamos la función g : Π → Rm, por

g(A) = |A|f
(

1

|A|A
)

, si A += O y

g(O) = (0, 0, . . . , 0).

Notemos que si A ∈ S, g(A) = f (A), pues dado A ∈ S, tenemos que |A| = 1,
y así

g(A) = |A|f
(

1

|A|A
)

= (1)f

(
1

1
A

)
= f (A).

Ahora, supongamos que f es L-bi-Lipschitz, es decir, que

1

L
dH(A,B) ≤ ‖f (A)− f (B)‖ ≤ LdH(A,B) para todo A,B ∈ S.

Afirmación 5.0.25. g es (2L+ 1)-bi-Lipschitz.

Para la pueba de esta afirmación, primero notemos que para cualesquiera
X, Y ∈ Π.
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g(µX)= |µX|f
(

1

|µX|µX
)

= µ|X|f
(

1

µ|X|µX
)

= µ|X|f
(

1

|X|X
)

= µg(X).

Así,
‖g(µX)− g(µY )‖ = µ‖g(X)− g(Y )‖. (5.1)

Además
‖g(µX)− g(X)‖ = dH(µX,X), (5.2)

pues como f : S → Sm−1, entonces ‖f
(

1
|X|X

)
‖ = 1. Así

‖g(µX)−g(X)‖ = ‖µg(X)− g(X)‖
= |µ− 1|‖g(X)‖
= |µ− 1|‖|X|f

(
1

|X|X
)
‖

= |µ− 1||X|‖f
(

1
|X|X

)
‖

= |µ− 1||X|
= dH(µX,X).

Sean A,B ∈ Π, puntos arbitrarios. Sin pérdida de generalidad supogamos

que |B| ≤| A| y sea C =
|B|
|A|A. Entonces A,C ∈ ∆(A) y B,C ∈ S|B|. (El

conjunto Sµ donde µ > 0, se definió al final del Capítulo 1).
En particular, por la igualdad (5.2) tenemos que

‖g(A)− g(C)‖ = dH(A,C). (5.3)

También tenemos que

‖g(B)−g(C)‖ = ‖|B|f
(

1

|B|B
)
− |C|f

(
1

|C|C
)
‖

= ‖|B|f
(

1

|B|B
)
− |B|f

(
1

|C|C
)
‖, ya que |B| = |C|

dado que B,C ∈ S|B|

= |B|‖f(B̃)− f(C̃)‖, con B̃ =
1

|B|B y C̃ =
1

|C|C.
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Luego, dado que f es L-bi-Lipschitz, tenemos que

|B| 1
L
dH(B̃, C̃) ≤ |B|‖f(B̃)− f(C̃)‖ ≤ |B|LdH(B̃, C̃),

|B| 1
L
dH

(
1

|B|B,
1

|C|C
)

≤ |B|‖f(B̃)− f(C̃)‖ ≤ |B|LdH
(

1

|B|B,
1

|C|C
)
,

|B| 1
L
dH

(
1

|B|B,
1

|B|C
)

≤ |B|‖f(B̃)− f(C̃)‖ ≤ |B|LdH
(

1

|B|B,
1

|B|C
)
.

Luego por la igualdad (5.1) tenemos que

|B| 1
L

1

|B|dH(B,C) ≤ |B|‖f(B̃)− f(C̃)‖ ≤ |B|L 1

|B|dH(B,C).

Por tanto,
1

L
dH(B,C) ≤ ‖g(B)− g(C)‖ ≤ LdH(B,C).

Así,

dH(A,B) ≤ dH(A,C) + dH(C,B)
≤ ‖g(A)−g(C)‖+L‖g(B)−g(C)‖
≤ (L+ 1)‖g(A)− g(B)‖.

Entonces tenemos que

1

2L+ 1
dH(A,B) ≤ ‖g(A)− g(B)‖.

Por otro lado

‖g(A)− g(B)‖ ≤ ‖g(A)− g(C)‖+ ‖g(B)− g(C)‖.

Como ‖g(B)− g(C)‖ ≤ LdH(B,C)

‖g(A)− g(B)‖ ≤ ‖g(A)− g(C)‖+ LdH(B,C).
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Dado que ‖g(A)− g(C)‖ = dH(A,C) por (5.3)

‖g(A)− g(B)‖ ≤ dH(A,C) + LdH(B,C).

Por Lema 2.1.10 tenemos que dH(B,C) ≤ 2dH(A,B), así

‖g(A)− g(B)‖ ≤ dH(A,C) + 2LdH(A,B).

Por Lema 2.1.9 dH(A,C) ≤ dH(A,B), así

‖g(A)− g(B)‖ ≤ dH(A,B) + 2LdH(A,B) = (2L+ 1)dH(A,B).

Por lo tanto
1

2L+ 1
dH(A,B) ≤ ‖g(A)− g(B)‖ ≤ (2L+ 1)dH(A,B).

Es decir, g es (2L+ 1)-bi-Lipschitz. Con lo cual terminamos la prueba de la
afirmación y la segunda parte.

Ahora damos inicio a la tercera y la última parte, para esto definamos
F : Fn(R) → Rm+1, por

F ((x1, x2, . . . , xn)) = (g((x1 − t, x2 − t, . . . , xn − t)), t), donde t = x1+x2
2 .

Notemos que para X ∈ Π, t = 0, se tiene que F (X) = (g(X), 0).

Afirmación 5.0.26. F es bi-Lipschitz.

Para la prueba de esta afirmación notemos que para todo
Z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Fn(R) y λ ∈ R.
F (λ+Z) = F ((λ+ z1, λ+ z2, . . . , λ+ zn))

= (g ((λ+ z1 − e1, λ+ z2 − e1, . . . , λ+ zn − e1)) , q) con
e1 =

λ+z1+λ+z2
2

= (g ((λ+ z1 − λ− e2, λ+ z2 − λ− e2, . . . , λ+ zn − λ− e2)) ,
λ+ e2) con e2 =

z1+z2
2

= (g ((z1 − e3, z2 − e3, . . . , zn − t)) , e3) + (0, . . . , 0, λ)
con e3 =

z1+zn
2

= F (Z) + (0, . . . , 0, λ).
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Así,
‖F (λ+A)−F (λ+B)‖ = ‖(0, . . . , 0, λ) + F (A)− (0, . . . , 0, λ)− F (B)‖

= ‖F (A)− F (B)‖,
y como dH(λ+ A, λ+B) = dH(A,B), podemos suponer que B ∈ Π.
Sea C ∈ Γ(A) ∩ Π. Entonces tenemos que A,C ∈ Γ(A) y B,C ∈ Π.
Notemos que ‖F (A)− F (B)‖2 = ‖F (A)− F (C)‖2 + ‖F (C)− F (B)‖2.
Por un lado tenemos que,

‖F (A)−F (C)‖ = ‖F (A)−F (A+λ)‖, para algún λ ∈ R
= ‖F (A)− (0, . . . , 0, λ)− F (A)‖
= ‖(0, . . . , 0, λ)‖
= |λ|.

Por otro lado, el Lema 2.1.1 implica que dH(A,C) = dist(A,A+ λ) = |λ|
Así

‖F (A)− F (C)‖ = dH(A,C). (5.4)

Luego, como B,C ∈ Π, tenemos que F (B) = (g(B), 0) y F (C) = (g(C), 0),
entonces

‖F (B)− F (C)‖ = ‖g(B)− g(C)‖.

Como g es (2L+ 1)-bi-Lipschitz, tenemos que

1

2L+ 1
dH(B,C) ≤ ‖F (B)− F (C)‖ ≤ (2L+ 1)dH(B,C). (5.5)

Por el Lema 2.1.1 tenemos que

dH(A,C) = |λ| ≤ dH(A,B). (5.6)

Por el Lema 2.1.7
dH(B,C) ≤ 2dH(A,C). (5.7)

Con todo lo anterior tenemos que

dH(A,B)≤ dH(A,C) + dH(C,B)
≤ ‖F (A)− F (C)‖+ dH(C,B)
≤ ‖F (A)− F (B)‖+ (2L+ 1)‖F (C)− F (B)‖
≤ ‖F (A)− F (B)‖+ (2L+ 1)‖F (A)− F (B)‖
= (2L+ 2)‖F (A)− F (B)‖.
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Por tanto,

1

4L+ 3
dH(A,B) ≤ 1

2L+ 2
dH(A,B) ≤ ‖F (A)− F (B)‖.

Mientras que por otro lado usando (5.4),(5.5),(5.6) y (5.7), tenemos que

‖F (A)−F (B)‖ ≤ ‖F (A)− F (C)‖+ ‖F (C)− F (B)‖
≤ dH(A,C) + (2L+ 1)dH(B,C)
≤ dH(A,B) + (2L+ 1)2dH(A,B)
= (4L+ 3)dH(A,B).

Y por tanto tenemos que

1

4L+ 3
dH(A,B) ≤ ‖F (A)− F (B)‖ ≤ (4L+ 3)dH(A,B).

Es decir, F es (4L + 3)-bi-Lipschitz, con lo que ya probamos que existe un
encaje bi-Lipschitz de Fn(R) en Rm+1. †

Corolario 5.0.27. Si hay un encaje bi-Lipschitz de Π en Rm para alguna
m, entonces hay un encaje bi-Lipschitz de Fn(R) en Rm+1.

Desmostración:
Sea g el encaje que exite de Π en Rm. Definiendo F : Fn(R) → Rm+1 como en
la demostración del Teorema 5.0.23 tenemos el encaje bi-Lipschitz deseado.

†

Notemos que si la función f en la demostración del Teorema 5.0.23 es un
homeomorfismo, entonces también lo son g y F . Y así si existe un encaje
topológico de Fn−1(S) en Sm−1, entonces también existe un encaje topológico
de Fn(R) en Rm+1. Y como F3(S) es homeomorfo a S3 en R4 ([6]), concluimos
que hay un encaje topológico de F4(R) en R5.
En particular, el espacio F4(I), donde I = [0, 1], puede ser topológicamen-
te encajado en R5, dando una respuesta positiva a la pregunta que hicierón
Borsuk y Ulam en [4] (Pregunta 1, página II de este trabajo).

Que F4(I) pueda ser encajado topológicamente en R5 se sigue también
de los trabajos de R. M. Schori [9] y R. N. Andersen, M. M. Marjanovic
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y de R. M. Schori [1]. Para ser más especificos veámoslo con las siguientes
observaciones, que hizo Alejandro Illanes. El espacio F4(I) es homeomorfo al
cono(I10) × I donde I10 = {A ∈ F4(I) : 0, 1 ∈ A} (Teorema 6 y Teorema 4 en
[9]). Luego en [1] se mostro que I10 es el "Sombrero de Burro". Y este último
puede ser construido en R3, así tenemos que el cono(I10) puede ser encajado
en R4. Por lo tanto cono(I10)× I y por consiguiente F4(I) puede ser encajado
en R5.
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